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Предисловие для учащихся 


Дорогие семиклассники! Вы приступаете к изуче- 
нию нового для вас школьного предмета — алгебры. 
Этот раздел математики появился много веков назад 
как наука о решении уравнений. Первым сочинени- 
ем, посвященным вопросам алгебры, считают книгу 
среднеазиатского учёного Мухаммеда ибн Мусы 
ал-Хорезми «Китаб аль-джебр валь-мукабала» (830 г.). 
В переводе с арабского название этого трактата 
звучит так: «Книга о восстановлении и противопос- 
тавлении». Действительно, Мухаммед из Хорезма, 
перенося члены уравнения из одной части в другую, 
«уничтожал» их в одной части и «восстанавливал» 
в другой с противоположным знаком. «Восстанов- 
ление» — по-арабски «аль-джебр». От этого слова и 
произошло название алгебра. 

На уроках алгебры вы будете заниматься не 
только решением уравнений. Вам предстоит позна- 
комиться с буквенными выражениями, тождества- 
ми, функциями, множествами, научиться решать 
системы уравнений и неравенств и многое, многое 
другое. Другими словами, сначала вы познакомитесь 
с основами алгебры, с её специфическим языком. 
И лишь позже сможете решать сложные задачи по 
алгебре, комбинаторике, математическому анализу, 
тригонометрии ит. п. 

Это не значит, что в учебнике будут встречаться 
только легкие упражнения. Напротив, книга, кото- 
рую вы держите в руках, предназначена для учащих- 
ся, проявляющих не только интерес к математике, но 
и сообразительность, упорство в достижении цели. 
В ней содержатся вместе с большим количеством 
тренировочных упражнений и сложные задания 
творческого характера. Проблемные, исследователь- 
ские задачи отмечены особым образом — их номер 
заключён в рамочку. 
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Для успешного овладения «алгебраическим язы- 
ком» вам необходимо внимательно знакомиться с объ- 
яснительными текстами учебника. После изучения 
каждого параграфа учебника полезно проверять себя, 
отвечая на контрольные вопросы и решая задания 
контрольных работ. 

Авторы выражают надежду, что новый школьный 
предмет позволит вам не только научиться решать 
различные задачи, но и откроет для вас алгебру как 
часть общечеловеческой культуры, как возможность 
развития и проявления своих способностей. 


ГЛАВА ЕГО ЗНАЧЕНИЙ 


ВЫРАЖЕНИЕ 
A | И МНОЖЕСТВО 


В этой главе рассказывается о множествах и их элементах, 
о способах задания множеств, о подмножествах; вводятся соответ- 
ствующие обозначения. Темы «Числовые выражения» и «Выра- 
жения с переменными» вам хорошо знакомы из курса математи- 
ки 56-го классов. С пункта «Статистические характеристики» 
начинается систематическое изучение элементов математической 
статистики, комбинаторики и теории вероятностей. Здесь будет 
рассказано о том, что такое выборка, ряд данных, а также о том, 
какие статистические характеристики для них существуют. 
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1. Множество. 
Элемент множества 


В жизни часто приходится встречаться с различными совокуп- 
ностями объектов, объединёнными в одно целое по некоторому 
признаку. Для обозначения этих совокупностей используются 
различные слова. Например, говорят: «стадо коров», «букет цве- 
тов», «команда футболистов» ит. д. 

В математике в целях единообразия для обозначения совокуп- 
ностей употребляется единый термин — множество. Например, 
говорят: множество чётных чисел, множество двузначных чисел, 
множество правильных дробей со знаменателем 5. 

Термин «множество» употребляется и тогда, когда речь идёт о 
нечисловых множествах. Например, говорят о множестве диагона- 
лей многоугольника, о множестве точек координатной плоскости, 
о множестве прямых, проходящих через 
данную точку. В С 

Объекты или предметы, составляющие 
множество, называют элементами мно- 
жества. Например, число 89 — элемент 
множества двузначных чисел; точка В A D 
(рис. 1) — элемент множества вершин MHO- 
гоугольника ABCDE. 

Множества бывают конечные и беско- 
нечные. Например, множество двузначных Рис. 1 
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чисел — конечное множество (оно содержит 90 элементов), а 
множество чётных чисел — бесконечное множество. 

Конечное множество может содержать миллиард элементов, 
2 элемента, 1 элемент или даже не содержать ни одного элемента. 

Рассмотрим множество простых чисел, заключенных между 
натуральными числами т и п. Если т = 10 ип = 20, то между 
ними заключено 4 простых числа. Это числа 11, 13, 17 и 19. Если 
m=20 ип = 25, то между ними заключено только одно простое 
число — число 23. Если т = 32 ип = 37, то между ними нет ни од- 
ного простого числа. В этом случае говорят, что множество простых 
чисел, заключённых между числами 32 и 31, — пустое множество. 

Вообще так называют множество, не содержащее ни одного 
элемента. Для обозначения пустого множества ввели специаль- 
ный знак ©. 

Конечные множества обычно записывают с помощью фигурных 
скобок. Например, множество вершин пятиугольника ABCDE (см. 
рис. 1) можно записать так: 


{А, В, Cc, D, E}, 
а множество двузначных чисел, кратных 15, так: 
{15, 30, 45, 60, 75, 90}. 


В таких случаях говорят, что множество задано перечислением 
его элементов. 

Множества принято обозначать большими буквами латинского 
алфавита. Например, рассмотренные выше множества вершин пя- 
тиугольника и двузначных чисел, кратных 15, можно обозначить 
соответственно буквами К и Г и записать так: 


К = (А, В, С, D, Е}; 
Г, = {15, 30, 45, 60, 75, 90}. 


Для основных числовых множеств введены специальные обо- 
значения: множество натуральных чисел обозначают буквой № 
(от латинского слова natural — «естественный»), множество 
целых чисел — буквой Z (от немецкого слова гай! — «число»), 
множество рациональных чисел — буквой © (от латинского слова 
quotient — «отношение»). 

Число —8 является элементом множества Z. Иначе говорят, что 
число —8 принадлежит множеству Z. Это предложение записыва- 
ют короче: -8 Е Z. Число 0,17 не принадлежит множеству N (не 
является элементом множества №). Для выражения этого факта 
принята следующая запись: 0,17 ® №. Вообще если а — элемент 
множества А, то пишутае А, если же 6 не принадлежит множе- 
ству A, то записывают фе А. 

В тех случаях, когда задание множества перечислением элементов 
невозможно (как для бесконечного множества) или громоздко (как 
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для конечного множества с большим числом элементов), множество 
задают описанием, указав его характеристическое свойство, т.е. 
свойство, которым обладают все элементы этого множества и не 
обладают никакие другие объекты. 

Зададим с помощью описания некоторые множества. 

Пусть А = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14}. Зададим 
это множество описанием, используя понятие характеристического 
свойства. Множество А можно охарактеризовать как 

«множество всех натуральных чисел от 1 до 14 включительно», 
или как 

«множество всех натуральных чисел, меньших 15», 

или, используя знаки ее, < и букву х для произвольного эле- 
мента множества А, как 

«множество значений x, ггехЕ М№их < Ъ5,. 

Тот факт, что множество А состоит из элементов X, удовлетво- 
ряющих этим условиям, будем записывать так: 


А = {х хе М, x < 15}. 


В фигурных скобках сначала пишется буква х (или какая-либо 
другая буква) — обозначение произвольного элемента множества, 
затем после вертикальной черты описывается условие, которому 
должны удовлетворять значения х. 

Пусть В — множество натуральных чисел, кратных 5. Мно- 
жество В является бесконечным. Запишем первые его элементы 
в порядке возрастания: 5, 10, 15, 20, 25, .... 

Множество В с помощью его характеристического свойства 
можно задать так: 


В = {хх = бп, ne №}. 


Рассмотрим множества С = {y|y = 2х, хЕ N, х<Т}ир = {2, 4, 
6, 8, 10, 12}. Эти множества состоят из одних и тех же элементов. 
В таких случаях говорят, что множества равны, и пишут С = р. 

Заметим, что порядок элементов в записи множеств не имеет 
значения. Например, множества {3, 4, 5, 6, 7} и {5, 3, 7, 4, 6} 
равны, хотя элементы в этих множествах записаны в различном 
порядке. 


| | | | | ‘ Упражнения 


1. Запишите с помощью перечисления элементов, используя 
фигурные скобки, множество: 


а) двузначных чисел, начинающихся цифрой 6; 

6) двузначных чисел, оканчивающихся цифрой Т; 

в) натуральных чисел, заключённых между числами 63 и 67; 
г) натуральных чисел, заключённых между числами 31 и 33. 
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2. Пусть А — множество двузначных чисел, В — множество 
трёхзначных чисел. Запишите, используя знак Е, какое из чисел 
48, 732, 29 принадлежит множеству А, а какое — множеству В. 


3. Прочитайте запись: 
а) 276Е №; 8) 3,7¢ Z; д) = 0; 


6) -8& М; г) 0Ем; е) -243 Е; ©. 


A, Запишите, используя знаки Е или ®, следующее высказы- 
вание: 


а) число 15 принадлежит множеству N; 
6) число 283 — натуральное; 

в) число —41 не является натуральным; 
г) число —579 — целое; 

д) число 0,125 не является целым. 


5. Запишите с помощью перечисления элементов: 
а) множество однозначных чисел; 
6) множество целых чисел, модуль которых меньше 4; 
в) множество натуральных чисел, кратных 3 и менышпих 20; 
г) множество правильных дробей со знаменателем 5. 


6. Запишите с помощью перечисления элементов: 
а) множество М сторон пятиугольника АВСПЕ (см. рис. 1); 
6) множество Г букв, которые использовались для записи 
слова «коробка». 


|7. Определите, по Какому признаку составлено множество 
чисел: 
а) А = {3, 6, 9, 12, 15, 18, 21, 24, 27, 30}; 
6) В = {17, 34, 51, 68, 85}; 
в) С = {17, 27, 37, 47, 57, 67, 77, 87, 97}: 
r) D = {13, 23, 43, 53, 73, 83}. 


8. Известно, что А — множество двузначных чисел, цифры 
десятков и единиц которых одинаковы, В — множество натураль- 
ных чисел, заключенных между числами 19 и 30, С — множество 
натуральных чисел, меньших 100 и кратных 11, D — множество 
двузначных чисел, в которых цифра десятков равна 2. Выделите 
из этих множеств равные множества. 


9, Запишите с помощью перечисления элементов множество: 
а) Х = {х | хЕ М, x < 8}; 
6) У = {х |х;Е М, х> 11 их < 25}; 
в) К ={x|xeZ,x>-5ux < 3}; 
r)L ={x|xe Z, |x, < 5}. 


| 
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10. Задайте множество характеристическим свойством, обо- 
значив произвольный элемент множества буквой х: 
а) А = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9}; 
6) В = {-4, -3, —2, -1, 0, 1, 2, 3, 4}; 
в) С — множество натуральных чисел, больших 100. 


11. Назовите какие-нибудь 5 элементов множества Х, если: 
а) Х = {х | хЕМ, x? > 40}; 6) X = {x| x EN, x кратно 3}. 


12. Задайте множество перечислением элементов, если: 


а) М — множество обыкновенных несократимых дробей с 


и 1 1 
однозначным знаменателем, заключённых между числами у и ; | 


6) L — множество десятичных дробей с одним знаком после 


запятой, больших 1 и меньших 1. 
4 


13. Составьте множество двузначных чисел, в записи которых 
используются лишь цифры: 


а) 1и 5; 6) 1, 5и 7; в) 1, Би 0. 

14. Составьте множество трёхзначных чисел, в записи которых 
используются лишь цифры: 

а) Зи 7; 6) 2, Ти0. 

[15.] В трёхзначном числе цифру сотен обозначили буквой а, 
цифру десятков — буквой b, цифру единиц — буквой с. Пусть К — 
множество трёхзначных чисел таких, YTO a -~-b=Aunb+c= 7. 
Принадлежит ли множеству К число: 


а) 752; 6) 316; в) 681; г) 970? 


| | | | ’ Упражнения для повторения 


16. Найдите 1% числа 360. Найдите 10%, 90%, 120% того 
же числа. 


17. Найдите: 


а) 5% числа 400; г) 75% числа 40; 
6) 20% числа 75; д) 150% числа 240; 
в) 50% числа 16; е) 7% числа 35. 


18. В магазин привезли 5 т картофеля. В первый день продали 
30 % всего картофеля, а во второй — 40% остатка. Сколько тонн 
картофеля осталось после двух дней торговли? 

19. Вкладчик положил в банк 1500 р. Какую сумму он полу- 
чит через год, если банк выплачивает вкладчику доход из расчёта 
16% годовых? 
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2. 


Рассмотрим множество А = {2, 5, 7, 8, 12, 35, 48}. Выделим 
из этого множества те элементы, которые являются двузначными 
числами. Обозначив эту часть множества А буквой В, получим: 


В = {12, 35, 48}. 


Каждый элемент множества В является элементом множест- 
ва А. Множество В называется подмножеством множества А. 

Определение. Множество В называется подмножеством 
множества А, если каждый элемент множества В является эле- 
ментом множества А. 

Символически это записывают так: В C А (читают: «В есть 
подмножество А» или «множество В содержится в множестве А»). 


Подмножество 


Пример 1. Множество трехзначных чисел есть подмноже- 
ство множества № натуральных чисел. 


Пример 2. Множество чисел, кратных 4, является подмно- 
жеством множества чётных чисел (каждое число, кратное 4, 
делится на 2, т.е. является чётным числом). 


Пример 3. Множество точек отрезка СМ (рис. 2) является 
подмножеством множества точек отрезка CD. (Каждая точка, 
принадлежащая отрезку СМ, принадлежит также отрезку CD.) 

Для иллюстрации соотношения между множествами поль- 
зуются схемами, называемыми кругами Эйлера. На рисунке 3 
изображены множество А (большой круг) и множество В (малый 
круг, заключенный внутри большого). Эта схема означает, что 
В — подмножество множества А. 


А 


С М р 


Н.Н, 


Рис. 2 Рис. 3 


Подмножество данного множества может совпадать с самим 
множеством, Это вытекает из определения. Поясним на примере. 

Пусть А — множество двузначных чисел, оканчивающихся 
нулём, т.е. A = {10, 20, 30, 40, 50, 60, 70, 80, 90}, а В — множе- 
ство двузначных чисел, кратных 10. Тогда В представляет собой 
подмножество множества A, так как каждое двузначное чис- 
ло, кратное 10, оканчивается нулём. Значит, каждый элемент 
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множества В является элементом множества А. В то же время 
множество А есть подмножество множества В, поскольку каждое 
двузначное число, оканчивающееся нулём, кратно 10. 

Итак, ВСАи АСВ. Из этого следует, что А = В. 

Если множество В представляет собой подмножество множе- 
ства А, причём B + Фи В =А, то В называют собственным под- 
множеством множества А. Заметим, что если А — произвольное 
множество, то пустое множество является подмножеством мно- 
жества А, т.е. всегда O с А. 


20. Докажите, что каждое из множеств А = {1, 5}, В = {2, 3, 7 
С = {4, 5, 8, 9} является подмножеством множества однозначных 
чисел. 


21. Пусть L — множество однозначных натуральных чисел. 
Составьте с помощью перечисления элементов подмножество 
множества Г, в котором все элементы: 


а) простые числа; в) нечётные числа; 
6) чётные числа; г} числа, кратные 9. 


22. Пусть В — множество натуральных чисел, кратных 5. Со- 
ставьте с помощью перечисления элементов такое подмножество 
множества В, которое состоит из: 

а) чисел, меньших 55; 

6) четных чисел, меньших 55; 

в) нечётных чисел, меньших 95; 

г) чисел, кратных 26 и меньших 55. 





Леонард Эйлер (1707—1783), 
математик, механик, физик и астро- 
ном, по происхождению швейцарец; 
работал в России и Германии; автор 
свыше 800 работ по математическо- 
му анализу, теории чисел, диффе- 
ренциальной геометрии, математи- 
ческой физике, небесной механике 
и др.; оказал значительное влияние 
на развитие науки. 





12 Глава 1. Выражение и множество его значений 


23. Прочитайте запись: 
а) Мс 7; 6) Мс о; B)ZCQ. 


Изобразите каждое из этих соотношений между множествами 
с помощью кругов Эйлера. 


24. Пусть С — множество обыкновенных дробей с числителем, 
равным 1. Запишите с помощью перечисления элементов подмно- 
жество множества С дробей: 


1 
а) со знаменателями 7, би 5; в) больших a0 


2 
0) больших = и меньших с г) больших 5 


25. Из множества двузначных чисел выделите подмножество 
чисел, у которых: 


а) сумма цифр равна 9; 

6) разность между числом десятков и числом единиц равна 8; 

в) произведение числа десятков и числа единиц равно 6; 

г) произведение числа десятков и числа единиц равно 
сумме числа десятков и числа единиц. 


26. Даны множества: 


А = {х |х = 2п, ne №}, 
В = {х | х =4п,пЕ №}, 
С = {х | х = бп, пЕ №}. 


Какое из этих множеств является подмножеством другого 
множества? Сделайте соответствующие записи, используя знак с. 


27. Из некоторого множества Р составили все его подмноже- 
ства: 
©, {a}, {b}, {с}, {a, 6}, {a, с}, {b, с}, {a, БЬ, с}. 


Запишите множество Р. 


28. Составьте все подмножества множества А, если: 
а) А = {1, 5}; 6) А = {8}; в) A = {2, 3, 4}. 


7 ff. $ утражисния для повтобсния —— — 


29. Пусть А — множество чисел, кратных 2; В — множество 
чисел, кратных 5; С = {135, 253, 374, 470, 586, 721}. Выпишите 
все элементы множества С, которые: 


а) принадлежат множеству A; 
6) принадлежат множеству В; 
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в) принадлежат множествам А и В; 
г) не принадлежат ни множеству A, ни множеству В. 


30. На склад привезли 3,6 т сахарного песка, затем 75 % этого 
количества отправили в магазин и палатку, причём в магазин 
отправили на 0,9 т больше, чем в палатку. Сколько сахарного 
песка отправили в палатку? 


31. Найдите число, если известно, что: 


а) 2% этого числа равны 3,5; 
6) 70% этого числа равны 29,4; 
в) 140% этого числа равны 112. 


| | | | | у Контрольные вопросы и задания 


1. Приведите примеры числового и нечислового множеств. 


2. Укажите признак, по которому составлено множество 
А = {-3, —2, —1, 0, es 2, 3}. 

3. Что называется подмножеством данного множества? При- 
ведите пример. 


4. Запишите с помощью перечисления элементов множество 
{x|xe Z,x>-2ux< 5}. 


§ 2. ЧИСЛОВЫЕ ВЫРАЖЕНИЯ 
$ И ВЫРАЖЕНИЯ С ПЕРЕМЕННЫМИ 
3. Числовые выражения 
Вам уже неоднократно приходилось встречаться с числовыми 


выражениями. Простейшими из них являются выражения, со- 


ставленные из двух чисел и одного знака действия. Примерами 


5 1 
таких выражений являются сумма 2,7 + 3,42, разность 9. 2? 


произведение 18 - (-0,25), частное 1224 : 48. 

Более сложными являются числовые выражения, составленные 
из нескольких чисел с помощью двух или более знаков действий, 
а также скобок. Приведём примеры таких выражений: 


18 - 2,5-0,6; 0,6.1,7 + 10,2. 13,2; 3,4: (1,6 + 5,2). 


Согласно известным правилам порядка выполнения действий, 
первое из этих выражений можно рассматривать как разность 
числа 18 и произведения 2,9 0,6, второе — как сумму произве- 
дений 0,6 - 1,7 u 10,2 - 13,2, третье — как частное числа 3,4 и 
суммы чисел 1,6 и 5,2. 
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Заметим, что в качестве знака деления в числовых выра- 
жениях часто используют черту дроби. Например, выражение 
1,6 + 5,2 

В результате выполнения действий в числовом выражении 
получается число, которое называют значением выражения. 


3,4 : (1,6 + 5,2) можно записать так: 


Например, значение выражения 8,6 + 2,1 _ A равно 9,5. 


Выражение 3 : (52 - 4: 13) значения не имеет, так как не все 
указанные действия можно выполнить (значение выражения в 
скобках равно нулю, а делить на нуль нельзя). 

О таких выражениях говорят, что они не имеют смысла. 

При решении многих задач приходится сравнивать значения 
числовых выражений. Результат сравнения записывают в виде 
верного числового равенства или неравенства. 

Сравним, например, значения выражений 12 `4и 144: 3. Так 
как 12 `4 =48и 144 : 3 = 48, то верно равенство 12 . 4 = 144: 3. 

Сравним теперь значения выражений 3,5 ‘ди 8,4 - 3,2. Так 
как 3,5 2 =Т, а 8,4 — 3,2 = 5,2, и при этом 7 больше 5,2, то верно 
неравенство: 3,5 ‘2 > 8,4 - 3,2. 

Не выполняя вычислений, можно определить, что значение 
выражения 0,8 : 0,12 больше нуля и меньше 1. Это можно записать 
в виде двух неравенств 0,8 : 0,12 > Ои 0,8: 0,12 < 1 или в виде 
одного двойного неравенства: 0 < 0,8 : 0,12 < 1 (читают: «ноль 
меньше произведения 0,8 : 0,12 и 0,8: 0,12 меньше единицы» или 
так: «произведение 0,8 и 0,12 больше нуля, но меньше единицы»). 

Два неравенства 84 > 35 и 35 > 17 можно записать в виде 
двойного неравенства: 84 > 35 > 11 (читают: «84 больше 35 и 35 
больше 17>»). 


| | | у Упражнения 


32. Запишите в виде выражения: 


а) сумму числа 25 и произведения чисел 16 и 74; 
6) разность произведения чисел 37 и 6 и произведения 
чисел 29 и 5; 


в) произведение разности чисел 86 и 1Ти их суммы; 
г) частное числа 98 и суммы чисел 9 и. 


33. Выясните, какие числовые выражения не имеют смысла: 
(2,5-5,5 : 2,2) : (4,8 — 0,3 - 1,3), 

55:22 -2,5 

4,8 — 0,3-1,3 ’ 

(2,8 — 5,5: 2,2): (4,8 + 0,3 : (-1,6)). 


(2,5 —5,5:1,1): 4,8 = 04-12), 
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34. Выполните действия: 
7 5 1 11 7 1 7 
— —1— |]: 18—; —— — J— |-| 2-4 —); 
a) (32 = | B56 B) [1 я 6 =| 


1 92). 7%. 2_7).( 31, 7 

6) (15 +22) 125 г) (32 5. [= a 
35. Найдите значение выражения: 

а) (22,5 : 0,45) + (5,27 + 1,93); 

6) (7,6 - 8,5) : (0,23 + 2,92); 

в) 35,4 - (62,4 - 49,9) - 12,5. 15,4; 

г) 12,48 : (1,23 + 1,17) - 14,7: 0,49. 
36. Вычислите: 











Вох обе 
2 1 
1+3 ое. 
2-1 
ise r) 2- : 
2 1 
1 - 2+ 
1+3 9 _ 1 
2+1 


[37. Проверьте, верно ли равенство: 
1 1 1 1 1 Е | [ | 
a) —— + —— 4+ —— = (=-=jJ/t+}=-=/+}/--=} 
6.7 7-8 8-9 6 7 т 8 8 9 
1 1 1 [3 | 4 | | 
6) —+——+ |+ +В 
5.9 9.13 18-17 5 9 9 18 13 17 
s) ote + = [1-3 + 1_1 + (1-1) 
3 15 35 3 5 5 т 


[38. Используя приём представления дробей в виде разности, 
вычислите: 





1 1 
Se een eee eee, 
а) 3.41451 56167 
1 1 1 
+ + 


1 1 
+ ; 
10:11 11.12 12°18 18.19 19-20 


11 1 1 
++ +— 
2 6 12 20 
Г) о. 
3 15 35 63 99 
[39. | Приведите пример двух правильных дробей, разность и 
произведение которых равны. 


1 1 
+ 





6) 











в) 
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ЧЕ В ТАИТ 
our | Ч fC), ее [40.| Представьте дроби в виде 
GS 4 M2218 6 4 
422 <=. =. CYMMBI аликвотных (от латинского слова 
ae Lée Г AS aliquot — «несколько») дробей, т.е. дро- 
we 24384 $ ==) бей, числители которых равны 1 (такие 
мед, Gyr tld, дроби встречаются в одном из самых 
= ee Л = 1 древних письменных свидетельств мате- 
а м UA.  матических знаний — в папирусе Райн- 
ы =a ет -” „ Да, потому иногда такие дроби называют 
one Ue м1 24 —” „0 египетскими). 
a аа А ДАЛА 
PILISE Sah tier TW 41. В результате перестановки цифр 
oe а Za NAG двузначного числа это число увеличи- 
3 UES sual AND hoes лось на 9. Найдите все такие двузначные 
и 
7 =i fiat числа. 
42. Найдите разность между на- 
Фрагмент древне- именьшим четырёхзначным и наиболь- 
египетского папируса, . 
около 2000 г. дон. 3. шим трёхзначным числами. 


43. Найдите произведение наибольшего двузначного числа и 
наибольшей правильной дроби со знаменателем 11. 


44. Найдите все несократимые дроби со знаменателем 12, 


1 3 
которые заключены между числами — и — 


ri 
45. Найдите две какие-нибудь правильные дроби с равными 
знаменателями: 


а) сумма которых равна Е | 
1 
6) разность которых равна -; 
6 
в) произведение которых равно 55} 


3 
г) частное которых равно 5. 


[46. | Вместо знака * поставьте один из знаков действия так, 
чтобы получилось верное равенство: 


ogee. ogee: a 
6 2 3 4 12 6 
6) 22 eat: Sy deag oe 

4 2 63 4 
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47. Решите задачу, составив числовое выражение. 


а) Периметр треугольника 20 см. Две его стороны равны 
между собой, а третья, менышая, сторона равна 4 см. Какова длина 
равных сторон? 


6) Из города А в город В выехали одновременно мото- 
циклист и автомобилист. Скорость мотоцикла равна 80 км/ч, а 
скорость автомобиля — 60 км/ч. Какое расстояние будет между 
ними через 2 ч? 

48. Найдите наибольшую правильную дробь: 
а) со знаменателем 17; 6) с числителем 1. 


49. Сравните дроби: 


2" 3 пит 2" 3 5 7 
50. Сравните значения выражений: 
а) 8,7 : 1,5 и 9,2 . 1,4; и 
$537 
6) 3,8 : 1,2 и2,4 . 1,9; а we 
56 15. 30 
51. Сравните значения выражений: 
а) 0,99 - 0,44 и 0,99 + 0,44; г ЕЕ иТ. 1,1, 
26а 36 
я _ бо. 52,315 .2.3. 
6) 0,32 : 0,2 и 0,32 - 0,2; д) 3+4 иИб:3 д 
в) 1,8: 2,25и18+225; ©11-3-1и11:3:1 
8 4 3° °8'4'3 


52. Расположите числа ie 0,7 u а - в порядке убывания 
их модулей. 500 41 


53. Найдите пять чисел, каждое из которых больше 0,4, но 
о 
меньше —. 
11 


54. Сравните значения выражений, не производя вычислений: 
а) 1,45 -0,9 и 1,45 : 0,9; 
6) 3,06: 1,Т и 3,06 : 1,7; 
в) 24,3 - (-0,3) и 24,3 : (-0,3); 
Г) 2,25 * (-1,5) и 2,25 : (-1,5) 


> 
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55. Прочитайте двойное неравенство: 
а) 5 < 8 < 12; 6) 37 < 52 < 100. 

56. Запишите в виде двойного неравенства высказывание: 
a) 5,4 0,3 больше 1 и меньше 2; 


6) -5,72 - i больше —2 и меньше. 0. 


57. Задайте путём перечисления элементов множество: 
а) {х|хЕ N, 2 <х< 10}; 6) {х|хЕ Z,-5 <x < 3}. 


| | | | $ Упражнения для повторения 


58. Сколько процентов составляет: 


а) число 12 от числа 48; в) число 38 от числа 415; 
6) число 16,2 от числа 54; г) число 94,9 от числа 73? 


59. Девочки составляют 54 % всех учащихся школы. Сколько 
девочек учатся в этой школе, если в школе учатся 552 мальчика? 
60. Составьте множество двузначных чисел, в которых: 


а) цифра десятков в 2 раза меньше цифры единиц; 
6) цифра десятков на 2 меньше цифры единиц. 


4. у Статистические характеристики 





Для изучения, обработки и анализа количественных данных 
различных массовых социально-экономических процессов и 
явлений проводят статистические (от латинского слова status — 
«состояние, положение вещей») исследования. Уже в древних 
государствах вели учёт населения, способного платить налоги. 
С развитием общества потребовались научные методы обработки и 
анализа самых разнообразных сведений. Так, в XIX в. появилась 
биологическая статистика, названная биометрикой и изучающая 
численные характеристики отдельных биологических особей и их 
популяций. Можно назвать ещё более десятка различных статис- 
тик: экономическая, финансовая, налоговая, демографическая, 
медицинская, метеорологическая ит. д. 

Каждое статистическое исследование состоит из сбора и обра- 
ботки информации. На основе полученных данных составляются 
различные прогнозы, оценивается их достоверность и т.д. Важной 
задачей, без которой статистические данные теряют всякий смысл, 
является обработка полученных данных. 

Рассмотрим пример. Учащимся двух седьмых классов был 
предложен тест по математике, состоящий из 10 заданий. При 
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проверке работ отмечали количество заданий, верно выполненных 
учащимися. Получили два ряда чисел: 

«А» класс: 8; 7; 2; 5; 10; 9; 8; 7; 7; 10; 9; 6; 5; 8; 8; 10; 9; 
9; 10; 7; 9; 10; 7; 9; 6; 

7 «Б» класс: 8; 7; 8; 6; 9; 9; 7; 8; 7; 9; 9; 6; 5; 8; 7; 10; 9; 10; 
10; 7; 8; 9; 7; 9; 9. 

Ряд данных, полученных в результате статистического ис- 
следования, называют выборкой, а каждое число этого ряда — 
вариантой выборки. Количество чисел в ряду называют объёмом 
выборки. В нашем примере объёмом выборки является количество 
учащихся каждого класса, участвовавитих в тестировании. В каж- 
дом случае объём выборки равен 25. 

Имея приведённые выше два ряда данных, трудно сравнить 
результаты выполнения теста учащимися двух классов. А если 
рассматривать результаты, которые показали все семиклассники 
города или целого региона, то информация будет столь громозд- 
кой, что окажется бесполезной. Потому для статистической 
обработки данных рассматривают различные статистические 
характеристики. 

Одной из характеристик, широко применяемых в статистичес- 
ких исследованиях, является среднее арифметическое. 


Определение. Средним арифметическим ряда данных 
называется частное суммы всех вариант ряда и количества 
вариант. 


Поскольку количество вариант — это объём выборки, то сред- 
нее арифметическое выборки есть частное суммы всех вариант 
и объёма выборки. 

Найдём, например, средний балл, который получили учащиеся 
7 «А» класса при выполнении теста: 


8+7 +2+5+10+9+8+7Т+7+10 + Этбт5+8+8+10+9, 
25 

pt SOA ОГ РО 
25 


Такой подсчёт среднего арифметического выборки не очень 
удобен. Можно поступать иначе. 

Перепишем выборку для 7 «А» класса, расположив её вариан- 
ты так, чтобы каждая следующая была не меньше предыдущей. 
Получим: 2; 5; 5; 6; 6; 7; 7; 7; 7; 7; 8; 8; 8; 8; 9; 9; 9; 9; 9; 9; 10; 
10; 10; 10; 10. 

Такую запись выборки называют упорядоченным рядом дан- 
ных (или вариационным рядом). Теперь легко видеть, что 2 балла 
получил один ученик, 5 баллов — два ученика, 6 баллов — два 
ученика, 7 баллов — пять учеников ит.д. Количество появлений 


7,8. 
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одной и той же варианты в выборке называют частотой этой 
варианты. Так, например, частота варианты 7 равна 5, частота 
варианты 10 равна 5. Составим таблииу частот вариант для 
учащихся 7 «А» класса. В первой строке запишем все возможные 
количества баллов, которые могли получить учащиеся при вы- 
полнении теста, т.е. числа от 0 до 10. Во второй строке запишем 
соответствующие частоты, т.е. число учащихся, получивших 
указанное количество баллов. 


Баллы оз абе 7] 8} | 10 
Число 


Проверим, не ошиблись ли мы при подсчёте частот: сумма 
частот должна быть равна объёму выборки. Действительно, 
0+0+1+0+0+2+2+5+4+6+5 = 25 (естественно, нули 
можно не писать). Теперь можно вычислить среднее арифметичес- 
2.1+95.2+6.2+17.:5+8.4+9.6+10.5 _ 

1+2+2+5+4+6+5 





кое выборки проще: 


195 
= 1,8. Заметим, что среднее арифметическое упорядочен- 
ного ряда данных и среднее арифметическое выборки — одно и 
то же число. 


Составим race частот выборки для 7 «Б» класса. 


вт 89 


foes sferefete[sletelefels 


учащихся 

Заметим, что обычно в таблицу частот не включают варианты, 
частоты которых равны нулю. В этом случае таблица частот для 
1 «Б» класса будет такой: 


nomen ПГ [6 [28 [ [№ 
[senor (acm ranma ОР ОС СЗ ОС Е 


Найдём объём выборки; 1 + 2+6+5+8+3 = 25. Теперь найдём 
5.1+6.2+7.6+8.5+9.8+10.3 _ 
295 


















среднее арифметическое: 


_ 201 
25° 


= 8,04. 


§2. Числовые выражения и выражения с переменными 21 


Зная средние баллы учащихся 7 «А» u 7 «Б» классов, можно 
сделать вывод, что учащиеся 7 «Б» в целом выполнили тест луч- 
ше, поскольку 8,04 > 7,8. 

Составленные таблицы частот позволяют сделать и другие по- 
лезные выводы по итогам проведённого тестирования. Например, 
для первой выборки (результаты учащихся 7 «А» класса) наимень- 
ший полученный балл равен 2, наибольший — 10. Результаты 
всех учащихся класса располагаются между этими числами. Для 
второй выборки наименьшая варианта равна 5, наибольшая — 10. 
Это может означать, что 7 «Б» класс по своей математической 
подготовке является более однородным, чем 7 «А». 

Еще одним показателем, который используется при анализе 
статистических данных, является размах ряда. 

Определение. Разность наибольшей и наименьшей ва- 
риант выборки называют размахом ряда. 

В рассмотренном ранее примере размах первой выборки (или 
упорядоченного ряда данных) равен 10 - 2 = 8, а второй 10-5 =5. 
Размах выборки находят в том случае, когда существенной для 
исследования является величина разброса данных в ряду. К приме- 
ру, в метеорологии важна не только среднесуточная температура, 
но и численная характеристика колебания температуры воздуха 
в течение суток, т. е. размах выборки. 

Заметим, что на практике при анализе данных, полученных 
в результате исследования, бывает удобно использовать еще 
одну статистическую характеристику — так называемую моду 
выборки. 

Определение. Варианта выборки, имеющая наибольшую 
частоту, называется модой выборки. 

В рассмотренном примере с изучением результатов тестиро- 
вания, проведённого в двух седьмых классах, модой и первого, и 
второго ряда является число 9, которое и в первой, и во второй 
выборке встречается чаще других. 

Моду ряда находят тогда, когда нужно выявить типичный для 
данной выборки показатель. Если, например, изучаются данные о 
размерах мужских рубашек, проданных в магазине в определён- 
ный день, то удобно бывает воспользоваться таким показателем, 
как мода, который характеризует размер, пользующийся наиболь- 
шим спросом. 

Если в выборке два числа встречаются с одинаковой частотой, 
превосходящей частоты, с которыми встречаются другие числа, то 
обе эти варианты являются модой для данного ряда. Так, в ряду 
2; 3; 3; 3; 5; 5; 6; 6; 6; 7; 8; 8 две моды — это числа Зи 6. Может 
случиться, что в выборке будет более двух мод или не будет моды 
совсем. Например, ряд 2; 2; 3; 3; 4; 4; 5; 5 не имеет моды. 
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Ещё одной характеристикой, используемой в статистике, 
является медиана ряда. Рассмотрим пример. Сотрудники лабора- 
тории приобрели акции одного предприятия. Количество акций, 
приобретённых сотрудниками, оказалось таким: 2; 3; 5; 6; 8; 9; 
51. Нужно оценить среднее количество приобретённых акций. 

Данный ряд не имеет моды. Найдём среднее арифметическое 

2+5+9+3+8+6+51 84 
ряда: ——__ = — = 12. 
rf Е 

Найденное число не отражает реальной ситуации с распреде- 
лением акций между сотрудниками лаборатории, поскольку оно 
больше шести из семи вариант ряда. Для оценки средней величины 
поступим иначе. Составим из полученных данных упорядоченный 
ряд и найдём варианту, записанную в середине ряда. 

2; 3; 5; 6; 8; 9; 51. 

Эту варианту называют медианой ряда. Она равна 6. Есте- 
ственно, найденное значение лишь приближённо характеризует 
средний показатель ряда, однако эта характеристика ближе к 
действительности. 

Если ряд имеет чётное число вариант, то в качестве медианы 
рассматривают среднее арифметическое двух средних элементов. 
Например, медианой ряда 3; 3; 4; 5; 5: 6; 6; 7; 7; 40 является 


5+6 





среднее арифметическое чисел 5 и 6, т.е. = 5,5. 

Определение. Если в упорядоченном ряду данных не- 
чётное число вариант, то средняя по счёту варианта называется 
медианой. Если в упорядоченном ряду чётное число вариант, то 
среднее арифметическое двух средних по счёту вариант называ- 
ется медианой. 


Медианой произвольной выборки является медиана соответ- 
ствующего упорядоченного ряда. Заметим, что если упорядо- 
ченный ряд данных содержит 2п — 1 вариант (п — натуральное 
число), то медианой является п-я варианта, а если упорядоченный 
ряд данных содержит 2п чисел, то медианой является среднее 
арифметическое п-го и п + 1-го чисел. 


Пример. Во время соревнований по стрельбе спортсмен на- 
брал следующее количество очков: 9; 9; 8; 10; 8; 7; 9; 10; 8; 7. 
Найдём: а) объём выборки; 6) среднее арифметическое выборки; 
в) размах; г) моду ряда; д) медиану выборки. 

Для решения задачи запишем упорядоченный ряд данных: 


7; 7; 8; 8; 8; 9; 9; 9; 10; 10. 
а) Спортсмен сделал 10 выстрелов, значит, объём выборки 
равен 10. 
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6) Найдём среднее арифметическое выборки 
1-2+8.:3+9.3+10.2 
10 
в) Размах ряда равен 10 - 7 = 3. 
г) У данного ряда две моды: 8 и 9. 
д) Найдём медиану выборки. Данный ряд содержит чётное 
число вариант. Найдём среднее арифметическое двух чисел, запи- 


= 8,5. 





9 в 
санных в середине ряда: = 8,5. Медианой выборки является 


число 8,5. 


и 


61. Найдите объём, среднее арифметическое, размах, моду и 
медиану выборки: 
а) 13; 12; 10; 12; 10; 14; 13; 10; 
6) O; 1; 1; 1; —1: O; 1: 0; 
в) —5; —7; 3; —1; 0; 2; 1; -3; 
r) 117; 121; 121; 121; 121. 


62. Пшеницей засеяно три поля, площади которых равны 
10 га, 12 га и 4 га. Средняя урожайность на первом поле состав- 
ляет 18 цс 1 га, на втором — 18,5 nc 1 га, на третьем — 23,5 ц 
с 1 га. Какова средняя урожайность пшеницы, собранной с трёх 
полей? Какая из статистических характеристик найдена? 


63. Как изменятся размах, мода и среднее арифметическое 
выборки, если: 
а) к ней добавить наименьшую варианту; 
6) к ней добавить наибольшую варианту; 
в) вычеркнуть из неё наименьшую варианту; 
г) вычеркнуть из неё наибольшую варианту? 


64. Среднее арифметическое выборки из десяти элементов 
равно 22. К выборке приписали число 11. Чему равно среднее 
арифметическое новой выборки? 


65. Среднее арифметическое выборки из 16 чисел равно 218. 
Из выборки вычеркнули варианту 338. Чему равно среднее ариф- 
метическое получившейся выборки? 


66. Среднее арифметическое выборки из 12 элементов равно 15. 
В эту выборку добавили ещё одно число, после чего среднее арифме- 
тическое стало равно 14. Какое число добавили? 
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67. У троих друзей-семиклассников: Андрея, Бориса и Васи- 
лия — к концу первой четверти по алгебре оказались следующие 
отметки: 

Андрей: 5; 4; 4; 3; 5; 4; 5; 5; 4; 3;5; 5; 

Борис: 3; 3; 2; 3; 4; 4; 4; 3; 3; 2; 4; 4; 

Василий: 5; 5; 5; 4; 5; 5; 5; 4; 4; 5; 5; 5. 

a) Запишите ряд данных для каждого ученика. 

6) Какой средний балл имеет к концу четверти каждый 
ученик? 

в) Какова наиболее типичная, характерная отметка каждого 
из них? 

г) Какова средняя варианта (медиана) каждого ряда? Какую 
отметку, вероятнее всего, получит каждый из друзей за 
четверть? 


68. В выборке 12; 14; 15; 17; 17; 18 одна варианта пропущена. 
Найдите её, если известно, что: 
а) среднее арифметическое выборки равно 15; 
6) размах ряда данных равен 8; 
в) размах ряда равен 7, а среднее арифметическое выража- 
ется целым числом. 


69. Учащиеся 7 класса провели 20 экспериментов по подбра- 
сыванию игральной кости. Отмечая число выпавших очков, они 
получили следующие данные: 

3. 4: 1:6: 6; 2: 1s 2: 4; 5; Gs 2; 3; 6G; 4:4: 2:53. 

Составьте упорядоченный ряд данных и представьте его в виде 
таблицы частот. Найдите среднее арифметическое, размах, моду 
и медиану упорядоченного ряда данных. 


70. Результаты статистического исследования были записаны 
в виде таблицы частот, но одна из вариант была утрачена. 


Варианта 





Частота 


Восстановите пропущенное в таблице число, если известно, что 
среднее арифметическое выборки равно 10. Каковы объём, мода, 
размах и медиана этой выборки? 


71. Проверка скорости чтения семликлассников (количество 
слов в минуту) дала результаты, занесенные в таблицу частот 
(скорость чтения ученика округлялась до десятков). 






Скорость чтения чтения 
Число учащихся 


По таблице найдите: а) число учащихся в классе; 6) типич- 
ную для учащихся класса скорость чтения; в) величину разброса 


$2. Числовые выражения и выражения с переменными 25 





результатов; г) среднюю скорость чтения. Какие статистические 
характеристики использовались для ответа на вопросы? 


| | | | | + Упражнения для повторения 


72. Найдите значение выражения: 


(7 - 6,35) : 6,5 + 9,9 
оо риа РЕ. 
[в : 36 + 1,2 : 0,25 -1— |: 7— 
16) ° 24 


0,5 ; 1,25 + т : 14 _ "3 


5 и 11 
) ry ТЕ a "и 
4 3 


73. [Расстояние между машинами, движущимися по шоссе, 
равно 100 км. Скорости машин равны 75 км/ч и 90 км/ч. Чему 
может быть равно расстояние между ними через 1,2 часа? 


74, Сравните числа: 


ay 40,5; 6б)-07и-2. 
3 11 


5. у Выражения с переменными 


Рассмотрим две задачи. 

Задача 1. Завод ежедневно перерабатывает 5 т молока. Сколько 
тонн молока переработает завод за р дней? 

Задача 2. Ширина прямоугольника равна 5 см, а длина р см. 
Какова площадь этого прямоугольника? 

Решение каждой их этих задач приводит к одному и тому же 
выражению 5р, значение которого зависит от значений р. Если 
р =1, то бр = 5; если р = 2, то 5p = 10 ит.д. С изменением зна- 
чений р изменяется и значение выражения 5р. 

Букву р в этом выражении называют переменной, а само вы- 
ражение 5р — выражением с переменной. 

В первой задаче переменная может принимать лишь натураль- 
ные значения, во второй — любые положительные, в том числе 
и дробные. 

Если же мы будем рассматривать выражение 5р, никак не свя- 
занное с конкретной задачей, то в этом случае переменная р может 
принимать любые значения (целые и дробные, положительные 
и отрицательные). 
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Для записи значений выражения при различных значениях 
переменной часто используют таблицы. Так, значения выражения 
5р при всех натуральных р, не превышающих 6, будут записаны 
в таблице: 





Подобные таблицы использовались еще в Древнем Вавилоне: 
на глиняных табличках, относящихся к ХУШ в. до н. э., при- 


Е 1 
водятся таблицы для вычисления значения выражений п?, n°, — 
п 

и др. 
Мы рассмотрели случай, когда выражение содержало одну 
переменную. Выражение может содержать две, три и более пере- 
менных. Например, выражение x - 5y содержит две переменные: 


xu y. Его значение зависит как от значений переменной xX, так и 
от значений переменной у. Если x = 8uy=1, тох - бу = 3, если 


1 
х -Оиу- =, тох- 5у = 1 ит.д. 


Для записи значений выражения с двумя переменными ис- 
пользуют таблицу с двумя входами. Например, значения выра- 
жения 2х - зу, гдех и у принимают значения 1, 2, Зи 4, можно 
записать в таблицу: 





Таблицей с двумя входами является таблица квадратов нату- 
ральных чисел, приведённая на форзаце в конце учебника. 


Франсуа Виет (1540—1603), француз- 
ский математик, по профессии юрист; 
ввёл в алгебру буквенную символику, что 
позволило рассматривать общие методы 
решения уравнений. 
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Рассмотрим выражение 


— 


a 
=. При любом а # 5 оно принимает 
определенное значение. При а = 5 оно теряет смысл, так как мы 


получаем числовое выражение 0 » В KOTOPOM делитель равен нулю. 





Поэтому говорят, что при а = 5 выражение не имеет смыс- 


— 


ла, а при любом а # 5 оно имеет смысл. Множество всех чисел, 
при которых выражение с переменной имеет смысл, называют 
множеством допустимых значений переменной или областью 
допустимых значений переменной. 

Выражения с переменными применяются для записи чисел 
определенного вида. Приведём примеры. 

Любое четное натуральное число можно представить выраже- 
нием вида 2п, где п Е М№. Действительно, если мы будем вместо 
п последовательно подставлять числа 1, 2, 3 ит.д., то получим 
последовательность чётных чисел: 2, 4, 6, .... 

Всякое натуральное число, дающее при делении на 3 в остатке 
2, можно записать Tak: 3n + 2, где п — целое неотрицательное 
число. 

Всякое двузначное число можно записать в виде 10а + b, где 
а — цифра десятков, а b — цифра единиц. В этом случае зна- 
чениями переменных а и 6 являются однозначные натуральные 
числа, причём а # 0. Двузначное число, состоящее из а десятков 


и b единиц, записывают так: ab (черта сверху говорит о том, что 

данное выражение не является произведением переменных аиб). 
Аналогично, используя переменные а, 0 и с, можно записать 

трехзначное число в виде abc = 100а + 106 + с, гдеа # 0. 

Выражения с переменными используются также для записи 
равенств и неравенств, содержащих переменные. Например, пред- 
ложение «Сумма двух чисел равна 50» можно записать в виде 
равенства x + у = 50, в котором буквой х обозначено первое число, 
а буквой у — второе. Предложение «В автобусе едет не более 20 
человек» можно, обозначив число пассажиров буквой х, записать 
в виде неравенства х < 20 (читают: «икс меньше или равно 20»). 
Эта запись означает, что x < 20 или x = 20. 

Неравенства, составленные с помощью знаков < и >, называ- 
ются строгими, а неравенства, составленные с помощью знаков 
Su 2, — нестрогими. 

С помощью выражений с переменными и неравенств запишем 
определение модуля числа: 


а, если а > 0, 

а, если а20, 

|а| = {0, еслиа = 0, или короче: |а|= 
—а, если а < 0. 

—а, еслиа < 0 
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| | | у Упражнения 


75. Запишите в виде выражения: 


76. 


ние» UW 


а) сумму удвоенного произведения чисел au ф и числа 1; 
6) разность утроенного произведения чисел 6 ис и числа 5; 
в) произведение суммы чисел а ихи их разности; 

г) частное числа х и суммы чисел au Db. 


Пользуясь терминами «сумма», «разность», «произведе- 
«частное», прочитайте выражение: 


а) xy + 8; ее 





д) (т — 5): (т + 5); 
6) (х + 10)у; г) 2a - 3b; е) : rs 


d 


77. Запишите в виде равенства предложение: 


а) сумма чисел x и 15 равна 36; 

6) разность числа x и числа 27 равна 19; 
в) число x больше 9 на 7; 

г) число х меньше 18 на 3. 


18. Запишите в виде равенства предложение: 


а) произведение чисел 25 u равно 400; 
6) число у больше числа 8 на 14; 

в) число у больше числа 9 в 5 раз; 

г) число у меньше числа 375 в 3 раза. 


79. Найдите значение выражения: 


а) (2а + 5)(2a - 5) при a = -1,5; 2,5; 4; 
6) 6? - 6Ь + 9 при b = -2; 0; 6; 

в) |х|+|х-2|прих = 0,5; 1; 1,5; 2; 
г) |иу-3[+|у+3|прии = -6; —95; 5; 6. 


80. Найдите множество значений выражения: 


а) 4x - 3, если x € {-2, —1, 0, 1, 2}; 
6) 3 - 4x, еслихе {-2, -1, 0, 1, 2}. 


Какими числами являются соответственные значения выраже- 
ний 4х — Зи З - 4х (Т.е. значения, принимаемые при одинаковых 
значениях х)? 


81. Заполните таблицу, вычислив значения выражений 15 - За 
и За - 15 для указанных в верхней строке значений а: 





Какими числами являются соответственные значения этих 
выражений? 


$2. Числовые выражения и выражения с переменными 29 


Найдите множество значений выражения: 
а) а - |а|, геаЕ Zu |а| < 3; 


а 
6) ой eee rare 


a 
83. Пусть УЕ {-5; —2; 2,5}. Сравните соответственные значе- 
ния выражений: 








а) 20 — Sy u 20 + 5y; в) Аи, 
2 y-y 
25 2у-5 

Bie. =: Ys 
6) y*— 2y u yy - 2); г) БИ OB 


84. Площадь картофельного поля составляет а га. В первый 
день картофель собрали с 15 % площади поля. С какой площади 
его предстоит убрать? 


85. В магазине было b кг огурцов. Сколько килограммов 
огурцов осталось в магазине после того, как продали 20 % всех 
огурцов? 


86. Тетрадь стоит х р., а авторучка у р. Купили 15 тетрадей 
и 2 авторучки. Составьте выражение, определяющее общую сто- 
имость покупки. 


87. Сын моложе мамы на 6 лет и старше сестры на 3 года. На 
сколько лет мама старше дочери? 


88. Найдите значение выражения 0,5а + 0,66, если: 
a) a = 0,4, b = 0,25; 6)a=->,b=1-, 


89. Вычислите: 
а) (8x — 5)у, если x = -1,5, у = —0,9; 


1 1 
6) у? - 3xy, если x = put 


в) ах + 4y, еслиа = 5, x = -2, y = 10; 
г) be — ас Ве = Ее 
? 3° 6 5. 


90. Составьте и заполните таблицу с двумя входами, вычислив 
значения выражения: 
а) а? - 2ab + 6: при всех целых а ub, удовлетворяющих 
неравенствам lal <4 u lol < 4; 
6) (a + b)* при всех целых а и b, удовлетворяющих нера- 
венствам |а| <Зи || <3. 
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91. По таблице квадратов натуральных чисел, приведённой на 
форзаце в конце учебника, найдите значение выражения N° при 
п = 37; -39; 4,3; -8,1. 


92. Известно, что при некоторых значениях а и 6 значение 
выражения а — Ь равно 1,2. Какое значение принимает при тех 
же значениях а и 6 выражение: 

12 6 
а) 3(a — b); б) 6 -а; в) ——; г) ? 
а-б b-a 


93. Известно, что при некоторых значениях переменных т и 





т 
п значение выражения — равно 1,2. Какое значение при тех же 


значениях переменных т и п принимает выражение: 


a) = в) 3+ ="; 
т т 

6) ое г) 3m — 2по 
3n ат + п 


94. На рисунке 4 изображена фигу- 
ра, для которой указана длина отрезков 
(в сантиметрах). Составьте выражение 
для вычисления её площади (в квадрат- 
ных сантиметрах). 


95. Найдите значение выражения 

10a + b, если: 
aja=1,b=3; B)a=4,b0=1; 
O)a=-2,b=%7; ra=5,b=0. 


96. Представьте в виде суммы вы- 
ражение: 


a) xyz; б) a0b; в) abcd. 





Puc. 4 


\97.|Haitzure все двузначные числа ab, зная, что: 
а) ab-ba = 36; 6) ab+ ba = 22. 


98. Найдите общий вид выражения для записи натурального 
числа, которое: 


а) кратно 3; г) даёт при делении на 4 остаток 2; 
6) кратно 5; д) даёт при делении Ha 5 остаток 4; 
в) кратно 11; е) является нечётным. 


99. Укажите множество натуральных значений переменной п, 
при которых значение выражения 14 - п является: 


а) нечётным числом; 
6) четным числом; 
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в) простым числом; 
г) натуральным числом, кратным 5. 


100. Запишите последовательность чисел данного вида, распо- 
ложив числа в порядке возрастания: 
а) 2п - 1, гдепе {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7}; 
6) Зп - 1, ггепЕ Nun < 10; 
в) 10п + 5, гдепЕ Nun< 7; 
г) 17п - 3, геле Мипт < 6. 


101. По какому признаку составлена последовательность чисел 
(подметьте правило и напишите два следующих члена последова- 
тельности): 

а) 5, 11, 17, 23, 29, 35, ...; 
6) 9, 19, 29, 39, 49, 59, ...; 
в) 17, 14, 11, 8, 5, 2, -1,...; 
г) 1, 2, 4, 8, 16, 32, 64, ... ? 


102. Верно ли неравенство: 


а) 5х + 2 < 10x прих = 8; 0; —2; 
6) 3x — 5 > х прих = 1; 0; —4? 


103. Запишите в виде неравенства предложение: 


а) а — положительное число; 
6) 6 — отрицательное число; 

в) х — неотрицательное число; 
г) и — неположительное число. 


104. Запишите в виде двойного неравенства предложение: 


а) а — положительное число, меньшее 10; 
6) 6 — отрицательное число, большее —5; 

в) с — неотрицательное число, меньшее 1; 
г) 4 — неположительное число, большее —7. 


105. Найдите множество целых значений х, при которых верно 
неравенство: 
а) —4 <х < 6; в) -3 < х<-2; 
6) -2 <х< 2; г) —-4 <х<0. 


106. Найдите значения переменной, при которых не имеет 
смысла выражение: 


а) 2х? — Зх +1. ) 2х — x A) 55 
240 х+7’ 2|х|- 5’ 
2х +1 1-х x? -1 
==. г) е) — 


3х | |x| + 1,5’ х +1 
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107. При каких значениях переменной имеет смысл выраже- 





ние: 5 ь 
х 
а) 8х + 9; в) ——; = 
10 A) |x| - 3 
35 Эх x+1 
6) —; | e) ———? 
a rare: sree 


108. Найдите область допустимых значений переменной в 
выражении: 


в -х+21 В) 2х+х’. а 51 - 3x. 
2 x - 0,01° |x| - 17’ 

x 2х - 8 3x 
6) ide a ee в. 
-2х |2х| + 3 3х” + 13 


| | | ) Упражнения для повторения 


109. Найдите значение выражения: 


а) 9,18 : 4,5 + 3,1 : 1,6; в) Е — 4 - 3,6 + 1,01; 
4 3 7 
6) (8,16 - 7,48) : 0,017; г) 3° 0,125 — | = : “T=. 
9 7 8 
110. Расположите в порядке возрастания числа: 
8 13 11 7 


111. Турист wen 2 ч со скоростью 4,5 км/чи 1 ч — CO скоро- 
стью 3 км/ч. Какова средняя скорость туриста на всём участке 
пути? 

112. Какой по счёту вариантой будет медиана, если упорядо- 
ченный ряд данных состоит из 2n + 1 вариант? 


| | у Контрольные вопросы и задания 


1. Приведите пример числового выражения, составленного 
с помощью двух знаков действий, значение которого равно 10. 

2. Что называют средним арифметическим, размахом, модой 
и медианой ряда данных? 

3. Сравните значения выражений а + би ба при а = -—2; 
а = 1,2; а =4. 

4. Запиптите в виде выражения произведение суммы чисел х 
и ци их разности. 
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5. Найдите общий вид выражения для числа: 
а) кратного 7; 
6) которое при делении на 3 даёт в остатке 1. 


6. Что называют областью допустимых значений переменной в 
выражении с переменной? Найдите область допустимых значений 
x7 +4 
х-4. 


| | | | | | ) Дополнительные упражнения 


к главе 1 


в выражении 


К параграфу 1 


113. Запишите с помощью перечисления элементов множество 
натуральных чисел, меньших 30, которые: 
а) кратны 2 и кратны 3; в) кратны 2 или кратны 3; 
6) кратны 2 и кратны 5; г) кратны 2 или кратны 5. 


114. Какие из множеств 
А = {x|x © Z, -5 < x < 5}, 
В = {ххЕ Z,x>-4ux < 4}, 
С = {x|x € Z, |x| < 5}, 
D = {x|x Я, x? < 16} 
являются равными? 

115. В трёхзначном числе а — цифра сотен, 6 — цифра де- 
сятков, с — цифра единиц. Запишите с помощью перечисления 
элементов множество трёхзначных чисел, у которых: 

ajat+b+c=5; 6) abc = 6. 





2 n 
116. Найдите множество дробей вида - ‚ гепе №, если: 


+1 
а) п < 10; 
6) 5 <п < 11; 
в) п < 1бип — нечётное число. 


117. Пусть Р — множество натуральных чисел, больших 1, 
но меньших 20, которые не кратны числам 2 и 3. Задайте это 
множество перечислением элементов. 


118. Задайте перечислением элементов множество десятичных 
дробей, меньших 1, в записи которых используются лишь цифры 
Зи 7, причём: 


а) цифра 3 используется два раза, а цифра 7 — один раз; 
6) цифра 3 используется три раза, а цифра 7 — два раза. 
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119. Пусть В — множество правильных обыкновенных дробей 
со знаменателем 13. Найдите подмножество множества В, в 
котором каждый элемент является числом: 


1 
а) меньшим =. 


6) большим = 


в) меньшим 0,1; 
г) большим 0,8. 


120. Из множества трёхзначных чисел выделите подмножество 
чисел: 

а) кратных 111; 

6) кратных 37 и оканчивающихся цифрой 8; 

в) кратных 37 и оканчивающихся нулём; 

г) оканчивающихся цифрой 2, причём сумма их цифр 
равна 17; 

д) начинающихся с цифры 7, причём сумма их цифр 
равна 21; 

е) первые две цифры которых образуют число, кратное 
23, а две последние цифры образуют число, являющееся 
квадратом натурального числа. 


121. | По какому признаку из множества двузначных чисел 
выделено его подмножество: 


а) {11, 18, 17, 19, 23, 29}; 

6) {16, 25, 34, 43, 52, 61, 70}; 
в) {50, 61, 72, 83, 94}; 

г) {21, 42, 63, 84}? 


|122. |По какому признаку из множества дробей выделено его 
подмножество: 


Е. 
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123. Вычислите: 


аа 61, в) 22: [2-м 13) 
5 9 7 4 3 3 
Ба: г) [33-12 3}: 2. 
3 9 9 11 8 9 5 


124. Найдите значение выражения: 


а) ааа: [58 28 - 
3 9 84 \63 36 
6p = (S- i} 

1 21 13 \56 24 


125. Найдите число, противоположное: 
а) сумме чисел —3,76 и 2,16; 


1 
6) разности чисел 1 5 и —1,8; 


1 
в) произведению чисел 4% re 
1 
г) частному чисел 22,5 и -1.. 


126. Найдите число, обратное значению выражения: 


2 coe age 
a) [28 + 175) 1,6; 6) 2 4 aa 


127. Пусть a — некоторое число. Найдите число: 


а) которое на 6 больше числа, ему противоположного; 
6) которое в 4 раза больше числа, ему обратного. 


128. Уменьшаемое в 3 раза больше разности. Во сколько раз 
вычитаемое больше разности? 


129. Данное число увеличили в 1,5 раза. На сколько процентов 
увеличилось данное число? 


130. Данное число уменьшили в 5 раз. На сколько процентов 
уменьшилось данное число? 


131. Во сколько раз увеличится двузначное число, если к нему 
приписать справа те же цифры и в том же порядке? 


132. Найдите сумму всех целых чисел от —105 до 106. 
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133. Найдите произведение всех целых чисел от —15 до 16. 


134. |Найдите значение выражения: 


а) 777...7 + 222...2; 
—— ный 
100 раз 100 раз 


6) 555...5 + 888...8. 
eed и 


100 раз 100 раз 


135. Найдите значение выражения: 


1 1 1 1 1 
а) + +— +... + +——; 
5.6 6:7 7:8 18.19 19-20 


1 1 1 1 1 
——— + + +... + + : 
9.11 11.13 13.15 21.23 238-25 





6) 














136. Не выполняя вычислений, сравните значения выражений: 
а) 1,48 - 1,Ти 1,48 : 1,7; 
6) 3,876 : 0,34 и 3,876 : 0,34; 
в) 0,835 - (-2,3) и 0,835 : (-2,3); 
г) —7,118 -2,3Ти -7,118 : 2,37. 


137. Среди учащихся 7 класса провели опрос: сколько вре- 
мени (в часах) ежедневно (в среднем) они тратят на выполнение 
домашних заданий? Были получены следующие данные: 2,5; 2,5; 
3; 3; 3; 1,5; 2; 4: 2,5; 3; 3: 3; 3,5; 2: 3,5; 1,5; 4; 4; 3; 3; 3; 1,5; 3; 
3,9; 2; 2,0; 4; 2; 4; 1,5; 3,5; 2. Составьте ряд данных опроса семи- 
классников. Постройте таблицу частот. Найдите размах, среднее 
арифметическое, моду и медиану ряда данных. 


138. Найдите среднее арифметическое, размах, моду и меди- 
ану выборки: 
a) 77; 79; 81; 83, 77; 80; 
6) —13; —11; —5; —5; —9; —11; —9; —12; —4. 


139. Результаты измерений записаны в таблицу частот, но 
одно из данных неизвестно. 


[вм рю и 
О О ОЕ ООС 


Восстановите пропущенное в таблице число, если известно, 
что среднее арифметическое выборки равно 9,4. Найдите объём, 
моду, размах и медиану этой выборки. 
4х - 15 | 

yg) ПРИ: 


а) х = 1,5; 6) x = 3,6; в) x = -—1,2; г) х = 0,03. 








140. Найдите значение выражения 
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141. При каких п Е М верно высказывание: 
а) 19 — п — натуральное число, кратное 3; 
6) Эл + 1 — число, кратное 11; 
в) (п — 1)(n + 3) — простое число; 
г) п +Т< 17; 
д) 15 -п> 9; 
е) n(n + Т)(п + 2) = 120; 


ж) п 7 





<=; 
n+? 9 
3 1 
3) — = —(n — 4)? 
A) 
142. Запишите последовательность чисел вида: 
а) 1 rene №Миптп< 8; 
2n 
1 
n(n + 1) 
2n—-—1 
2n+1 


2 


6) 


‚ геле Nuns 6; 


»raene Nun< 7; 


B) 








Г) _ ‚ гдепЕЕ Мип < 4. 
+1 


|143. |По какому признаку составлена последовательность: 


11111 1111 
а) ео бра oe es г) I, aS ee Sa ee 
3 6 9 12 15 3° 5’ 7’ 9’ 
11111 13 5 7 9 11 
6) as Se ЗЕ . д) Pe ре ры. Не ЗИ. рис 
5 8 11 14 17 3 5 7 9 11 13 
1 1 1 1 2222 2 25 
B) ~l, Fe eg es re, a ) РЕ ЗЕ ey ПЕ ere 
з3з5т 9 3°5’7’ 9’ 11’ 13: 


Напишите два следующих числа каждой последовательности. 


|144. |В школе древнегреческого учёного Пифагора Самосского 
(VI B. до н. 9.) числа представляли в виде камешков, разложенных 
на песке. (Именно от пифагорейцев к римлянам перешла любовь 


ГА 


3 


10 
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к счёту таким способом. На латинском языке камешек — это 
calculus, отсюда и наши слова «калькулятор», «калькуляция».) 
Благодаря такому представлению чисел появились «фигурные 
числа»: «треугольные», «квадратные», «пятиугольные» и т.д. 
На рисунке изображены треугольные числа 3, 6 u 10. Изобразите 
следующее треугольное число и найдите, чему оно равно. Изобра- 
зите первые три квадратных числа. Чему они равны? 


145. Найдите множество чисел вида abe, если: 


aja-b=5,c=2; B)a = 3,b-c=6; 
6)at+b=4,c= 7; г) аб = 6, bec = 3. 


146. Найдите все двузначные числа ab, зная, что: 
а) ab + ба = 7Т: 
6) ab + ba = 121. 
147. Найдите область допустимых значений переменной в вы- 
ражении: 
#+1 t-1 2+7. 3-7 


а) р} 6) РЕ" В) “ee Г) ПИ 


148. Известно, что а — отрицательное число. Какие числа 


1 
являются положительными: 2a; а — 1: а?: ~— 


149. Известно, что р — нечётное число. Какие числа являются 
чётными: р + 1; p + 2; р?; 2p; р? + р? 





Пифагор Самосский (около 570 — 
около 500 гг. до н. э.), основатель 
научно-философской школы, в ко- 
торой обязательными были занятия 
геометрией, арифметикой, астроно- 
мией и музыкой. 
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1 
|150.|Составьте выражение для вычисления суммы ты 
1 


1 
+—— +... + ———_., Используя представление каждого из слага- 
2.3 n(n +1) 
емых в виде разности двух дробей. 


151. Периметр прямоугольника равен 12 см, а одна из его 
сторон равна а см. Какова площадь прямоугольника? 


152. Сумма трёх последовательных нечётных чисел равна т. 
Чему равна сумма трёх последовательных чисел, следующих за 
наибольшим из трёх данных, если эти числа: 

а) нечётные; 6) чётные? 


153. Из городов А и В, расстояние между которыми 230 км, 
одновременно навстречу друг другу выехали два автомобиля. Ско- 
рость одного из них и, км/ч, скорость другого — и, км/ч. Через 
сколько часов они встретятся? 


154. Автобус и автомобиль движутся в одном направлении. 
Автобус впереди автомобиля на 30 км. Скорость автобуса и, км/ч, 
а автомобиля — у, км/ч, причём и, < v,. Через какое время авто- 
мобиль догонит автобус? 


155. Альбом стоил а р., а набор цветных карандашей 6 р. Пос- 
ле повышения цен стоимость альбома возросла на 5%, а цветных 
карандашей — на 3%. В какую сумму обойдётся покупка двух 
альбомов и одного набора цветных карандашей после повышения 
цен? 


156. Банк ежегодно выплачивает вкладчикам п % от вложен- 
ной суммы. Какая сумма будет у вкладчика, положившего в банк 
1000 р.: 

а) через год; 6) через два года? 


ГЛАВА 


Не ОДНОЧЛЕНЫ 
\ 


В этой главе вы познакомитесь с понятием степени с натураль- 
ным показателем, докажете некоторые свойства степеней. Этот 
материал позволит ввести понятие одночлена, степени одночлена, 
научиться выполнять действия с одночленами. Здесь же будет 
рассмотрено понятие тождества, необходимое для последующего 
изучения алгебры. 


СТЕПЕНЬ С НАТУРАЛЬНЫМ 
$3. /\ ПОКАЗАТЕЛЕМ 


6. Определение степени 
с натуральным показателем 


Произведение 7 .7.7-7-7 записывают короче: 7°. Выражение 
вида 7° называют пятой степенью числа 7 (читают: «семь в пятой 
степени»). В записи 7° число 7, которое означает повторяющийся 
множитель, называют основанием степени, а число 5, показыва- 
ющее, сколько раз этот множитель повторяется, называют пока- 
зателем степени. 

Умножим 7° на 7?: 


P 13 = (7.7.:7.7.7.(7Т.7Т.7 =Т.Т.Т.Т.Т.Т.Т-Т= 78, 

Показатель степени увеличился на 3. 

Умножим теперь 7° Ha 7: 

Pe T=H=(T TTT —D THT TT TT TT, 

В этом случае показатель степени увеличился Ha 1. Поэтому 
естественно считать, что 7 = 7). Вообще считают, что первой степе- 
нью числа является само число. Например, 18! = 18, 104! = 104. 

Определение. Степенью числа а с натуральным показате- 
лем п, большим 1, называют выражение а", равное произведению 
п множителей, каждый из которых равен а. 

Степенью числа а с показателем 1 называют выражение а', 
равное а. 

По определению 

а” =а:а....:а, гдеп Е №. 


ый 
п раз 


В выражении а” число а называют основанием степени, а 
число п — показателем степени. 


93. Степень с натуральным показателем 41 


показатель 


р". степень 


основание 


Запись а” читается так: «а в степени п» или ‹п-я степень 
числа a». 

Для второй и третьей степеней числа используют специальные 
названия: вторую степень числа называют квадратом, а третью 
степень — кубом. 

Нахождение п-й степени числа а называют возведением в п-ю 
степень. 


Пример 1. Возведём число —3 в четвёртую и пятую степени: 
(-3)* = (-3) - (-3) : (-3) : (-3) = 81; 
(~3)° = (-3) - (-3) - (-3) + (-3) - (-3) = -243. 

Из свойств умножения следует, что: 

при возведении нуля в любую степень получается нуль; 

при возведении положительного числа в любую степень полу- 
чается положительное число; 

при возведении отрицательного числа в степень с четным 
показателем получается положительное число, а при возведении 
отрицательного числа в степень с нечётным показателем — от- 
рицательное число. 


Пример 2. Возведём число 6,1 в седьмую степень, восполь- 
зовавшись калькулятором. 
Для этого надо выполнить умножение: 


6,1-6,1 -6,1-6,1-6,1 -6,1 - 6,1. 


Калькулятор позволяет выполнять возведение в степень про- 
ще, не повторяя основание степени и знак умножения. Для того 
чтобы возвести число 6,1 в седьмую степень, достаточно ввести 
число 6,1, нажать клавишу и шесть раз нажать клавишу Е). 
Получим, что 6,17 = 314274,28. 

При вычислении значений числовых выражений, не содер- 
жащих скобки, принят следующий порядок действий: сначала 
выполняют возведение в степень, затем умножение и деление, 
далее сложение и вычитание. 


Пример 3. Найдём значение выражения 


—6? + 64: (-2)°. 
Последовательно находим: 
1) 6? = 36; 3) 64 : (-32) = -2; 
2) (-2)° = -32; 4) -36 + (-2) = -38. 


Пример 4. Найдём множество значений выражения 
5. (-1)" 11+ 2, гдепе №. 
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Если п — нечётное число, то (-1)"*! = 1; тогда 
5. (-1)"*1+2=5.1+2=7. 
Если п — чётное число, то (-1)"*! = -1; тогда 
5. (а = 6 (1) 42 = 3 + 2S 5. 

Множество значений данного выражения: {-3; 7}. 

В рассмотренном примере было указано, что п Е №. Условим- 
ся в дальнейшем такое указание опускать и считать, что если 
показатель степени содержит переменную, то значениями этой 
переменной являются натуральные числа. 

Степень с натуральным показателем широко используется в 
естествознании для вычисления различных характеристик. На- 
пример, в статистике, для того чтобы узнать, как числа некоторой 
выборки расположены по отношению к среднему арифметическому 
этой выборки, используют отклонения, их квадраты и среднее 
арифметическое квадратов отклонений — дисперсию. 

Рассмотрим пример. Дана выборка: 4, 6, 7, 8, 10. Среднее 
арифметическое этой выборки равно 7. Тогда отклонения вариант 
данной выборки от среднего арифметического равны: 4 — 7 = -3, 
6-7=-1,7-7=0,8-7=1, 10 - 7 = 3, т.е. мы получили 
еще один набор чисел — отклонения каждой варианты выборки 
от среднего арифметического. По новой выборке (-3; —1; 0; 1; 3) 
можно судить о том, насколько близки к среднему арифметическо- 
му числа исходного набора. Но поскольку сумма отклонений равна 
нулю, то и среднее арифметическое этой новой выборки также 
равно нулю. Поэтому для дальнейших исследований исходного 
набора находят квадраты отклонений и их среднее арифметичес- 

(-3) + (-1) + 02 + 12 + 3? 
кое: Е 4. 


Полученное число и есть дисперсия исходной выборки. 


157. Представьте произведение в виде степени: 


а) 5:5-5-5; г) (9y) : (Эи) : (9y) : (9y) : (9y); 
1 1 1 

6) | -=|-|-—]-|-= |; 2a — ЗЬ) : (2a - 3b); 

) (-2}-(-3}:(-3) д) (2a — 3b) - (2a — 35) 

в) 3°3-...°3; е) (-с): (-с)*... - (-с). 


100 раз п раз 
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158. Укажите основание и показатель степени и представьте 
степень в виде произведения: 


а) 2014; в) (За); д) (а + 26); 
6) (-0,1)°; г) (-65):; e) (x - Зи - 1). 
159. Выполните возведение в степень: 
а) 3*; в) 2,7°; д) (-0,2)*;  ж)(-1)/”; 
р 1 | 1 я ees n+ 
6) (-2); г) [-5 ey [21 |; 3) (ayer 


160. Найдите дисперсию выборки из упражнения № 61. 


161. Расположите в порядке возрастания числа: 
222.27: 2,2022. 


162. Вычислите значение выражения: 


а) 0,5 : 33; г) -1,5 + (-6):; 
6) -1,2 : 4?; д) 1,009 + (-0,2); 
в) —0,03 - 2°; е) —-2,007 + (—0,1)?. 
163. Выполните действия: 
а) 0,75 - (-1)" + (-1)®; в) —0,23 — 3,002 - (-1)°; 
1\* 1\ 3 
6) 8,1 - (2) - 1,05; г) [-0.6-5) +2-(-0,1). 


164. Вычислите с помощью калькулятора (ответ округлите 
до 0,01): 
а) 1,4? - 7,3; в) 47,33 : 62; 
6) 3,113 - 16,7; г) 3,21? — 60,083. 


165. Какой цифрой оканчивается значение выражения: 
а) 3814; в) 75° — 21%: д) 21? + 316 + 75%; 
6) 1546°; г) 618+ 307; е) 563 — 44? + 982? 


166. Какой цифрой оканчивается: 


а) сумма кубов чисел 381 и 516; 

6) разность пятых степеней чисел 1715 и 671; 

в) четвёртая степень суммы чисел 18 004 и 17 687; 
г) седьмая степень разности чисел 12 778 и 10 513? 


167. Сравните с нулём значение выражения: 
а) (—0,3)'° - (-5)*; г) (-0,8)° + (-0,3)7; 
6) -2° . (-3)"; д) —7* + (-4)5; 
в) —(-4)? : 6'°; е) (-1,2)° - (-3)". 
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168. Сравните значения выражений: 
a) 7,115 и 7,116; в) -8,43 и -8,4*; 


ofa oy 


169. Найдите значение выражения: 
а) -а* + 2а? — 1 при а = -3; 0; 2; 
6) —2b* + b? — 0,56 при b = -1; 0; 4; 
в) —x*? + 0,1x? — x прих = -1; 0; 5; 
г) 0,5y? — 0,2y? + 0,4 при y = —2; 0; 1. 
170. Вычислите значение выражения: 
а) 0,3 : 2" - 0,5 : 2"*! - 15,6 при п = 5; 
6) 0,8 : 3"*1- (0,2 - 3)" 1-2. 3" при п = 3; 
в) 0,7 : 2" *1 + (0,5 : 2)" +9 — 0,4 : 277+! прип = 2. 


171. Составьте формулу для вычисления площади поверхнос- 
ти S куба, ребро которого равно а. Пользуясь этой формулой, 
найдите S, если а равно: 

а) 6 см; 6) 1,5 дм. 


172. Брус составлен из пяти одинаковых кубов, ребро каждого 
из которых равно а см. Запишите формулы для вычисления объеё- 
ма У (cm?) и площади поверхности S (см?) бруса. Пользуясь этими 
формулами, найдите У и S, если: 


а) а = 4; б) а = 12. 


173. Основанием прямоугольного параллелепипеда (рис. 5) 
служит квадрат, сторона которого равна а см. Высота параллеле- 
пипеда равна 6 см (6 >a). От этого 
параллелепипеда отрезали куб, 
ребро которого равно а см. 

Составьте формулу для вычис- 
ления объёма У (cm?) оставшейся 
части. Найдите У, если а = 2, 
b = 4,6. 


174. Найдите значение выра- 

жения: 

а) —а” — 65? при а = 0,1, 
b = —0,5; 

6) —(а + 6)? при a = 0,7, 
b = -0,9; 

в) —a? — 6? + (a — b)? при 
а = 6, 6 = —2; 
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г) —(@а + b)? + (-а)з - b* при а = 7, b = -9; 
д) —х3 + ху - и? при x = 4, y = -3; 
е) —4х“ + и? - (x + у)? при x = 2, y = -6. 
175. Найдите значение выражения: 
а) (-1)" + (-1)" "+ (-1)" + (-1)" **, гдеп > 2; 
6) (-1)" ee a (-1)" . (-1) + Ls (1) р (-1)” +3 . (-1)" ++, 
где п > 1. 
176. Даны выражения: 
(-1,6)”, 8,4", (-3)*", (—9)" . a (-1 ‚83 )”, (-3)” мы 
Выберите те из них, которые при любом п принимают поло- 
жительные значения. 
Найдите множество значений выражения: 
а) (—1)"; в) 2+ (-1)"; д) (-1)" + 1"; 
6) 0"; r) 5. (-1)"; е) (-1)" + (-1)"**. 
178. Из данных выражений выберите те, которые при любом 
значении переменной а принимают положительные значения: 
a’, @а+1, 3+6а?, (а+6), at+8, a®+a’. 
179. Из данных выражений выберите те, которые при любом 
значении переменной 6 принимают отрицательные значения: 
—6?, (-b)?, -b?-5, —6+1), -8-3b?, -2b*-1. 
180. Представьте: 
a) в виде степени с основанием -2 числа 16; —32; 256; 


1 1 1 р. 

6) в виде степени с основанием — числа —; ——; — 
3 27’ 243° 81° 

в) в виде степени с основанием -—0,1 числа 0,01; —0,001; 

0,0001. 
181. Найдите показатель р, зная, что: 
а) (-0,3} = —0,027; в) (-0,2 = 0,0016; 
17 7 1)" 29 
-1-| =1-; —2— 4— 
о [13] = 5 5 [27] 4% 


182. При каком значении переменной п верно равенство: 
2n 
а) 4" = 64; B) (= = 0,125; 


зп 
6) (-5)" = -125; г) (2) = 357 
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183. Найдите основание степени а, зная, что: 


а) а? = -32; в) a? = 1,21; д) a® = 64; 

6) аз = 343; г) а* = 0,0081; е) аз = -729. 
184. Зная, что 9* = 6561, найдите: 

a) (-9)*; 6) —9*; в) 9°; г) (-9)°. 


| | | ) Упражнения для повторения 


185. Задайте с помощью перечисления элементов множество 
простых двузначных чисел, оканчивающихся цифрой Т. 


186. Сравните значения выражений: 
а) 5,6 4,2 u 6,6° 3,2; 6) 2,7: (-0,2) uw 2,7 : (-0,2). 


187. Известно, что при некоторых значениях 6 и с значение 
выражения 6 - с равно 1,5. Чему равно при тех же значениях 6 
и с значение выражения: 

1 1 


а)с-6; 6) (b-c)5 в) Дары! 





188. Вычислите: 


а) 0,16 — 7 - (0,45 — 0,87); 6) 1 — (5,16 + 4,12) - =. 


7. у Умножение и деление степеней 
Представим произведение степеней а? и а? в виде степени: 
а. а? = (а'а`а-а-а) - (а-а) =а:а:а-а-`а`а-`а=а'. 
Мы получили степень с тем, же основанием и показателем, 

равным сумме показателей множителей. Подмеченное свойство 

выполняется для произведения любых двух степеней с одинако- 
выми основаниями. 


Если а — произвольное число, т ип — любые натуральные 
числа, то 


a a mea, 
Докажем это. 
Из определения степени и свойств умножения следует, что 


а"‘а” = (aa...a):(aa...a) = аа...а = а"*", т.е. а" а" = а"*". 
о Re ee 


т раз п раз т-+п раз 
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Доказанное свойство называется основным свойством степени. 
Оно распространяется на произведение трёх и более степеней. Это 
нетрудно показать с помощью таких же рассуждений. 

Из основного свойства степени следует правило: 

° чтобы перемножить степени с одинаковыми основания- 
ми, надо основание оставить тем же, а показатели степеней 
сложить. 

Представим теперь в виде степени частное степеней a® и a’, где 
а 20. Так как а? : a? = a®, то по определению частного a®: a? = а°. 

Мы получили степень с тем же основанием и показателем, 
равным разности показателей делимого и делителя. Такое свой- 
ство выполняется для частного любых степеней с одинаковыми 
основаниями, не равными нулю, у которых показатель делимого 
больше показателя делителя. 

Если а — произвольное число, не равное нулю, тип — 
любые натуральные числа, причём т > п, то 


ат: a" =a™", 


Докажем это. 
Умножим а" -_ "на а”, используя основное свойство степени: 


а” "а" = а("-п) + т = а"`"*" = а”. 


Значит, по определению частного, a”: а" = а” `", гдеа # 0, т > п. 

Из доказанного свойства следует правило: 

‹ чтобы выполнить деление степеней с одинаковыми осно- 
ваниями, надо основание оставить тем же, а из показателя 
делимого вычесть показатель делителя. 

Мы рассматривали степени с натуральными показателями. 
Введём теперь понятие степени с нулевым показателем. 

Если бы свойство деления а" на а” распространялось на TOT 
случай, когда т = п, то мы получили бы, что 


а": а” =а”`" = а0, гдеа +0. 
С другой стороны, если а # 0, то 
а": а” =1. 
Поэтому считают, что а = 1, гдеа + 0. 


Определение. Стененью числа а, где а # 0, с нулевым 
показателем называется выражение a°, равное 1. 

Например, 5° = 1, (-6,3)° = 1. 

Выражение 0° не имеет смысла. 

Доказанные свойства степени распространяются и на степень 
с нулевым показателем, т.е. а” : а” = а"Т'пиа”: a" = a™~", если 
а +0, т и п — целые неотрицательные числа, причём для послед- 
него свойства т 2 п. 
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189. Представьте в виде степени: 


а) a: a’; в) (-а)? - (-а)"; д) ууу’; 
6) у1° -и; г) (3x)’ - (3x); е) x& > x? + хз. 
190. Представьте произведение в виде степени: 
а) а”а?; в) хх”; дух", 
6) bb": r) уз +2, е) а?аза” *!. 
191. Представьте, если возможно, выражение в виде степени: 
а) —y* - (-у)?; в) (a — b)’ - (b - a)’; 
6) 65°: (-b)"; г) (x — 2y)* + (y — 2х}. 


192. Выражение a® представьте тремя различными способами 
в виде произведения двух степеней с основанием а. 


193. Сравните значения выражений: 
a) (-1,5)1° - (-1,5)18 и (-1,5)8 + (-1,5); 
6) (-0,75)'4 : 0,75? и (—0,75)!! : (-0,75). 


194. Замените р степенью с основанием а так, чтобы полученное 
равенство было верно при любом значении а: 


a) pa’ =a’; в) ар = a’®; 
6) а°р = а**; г) pa = a", 


195. Представьте в виде степени с основанием 2 выражение: 


а) 28 . 212; в) 2!! - 32; д) 2"+4- 64; 
6) 4: 25: г) 64 : 8; е) 8: 2"*1, 
196. Представьте в виде степени выражение: 
а) 78 - 343; в) 729 - 27; д) 3" +5. 81; 
6) 216 : (-6)*; г) 625 : (-25); е) 216 - 6"*?. 
197. Представьте частное в виде степени: 
а) а! : аз; в) а*:а; д) а": а', гдеп > 7; 
6) al®: a; г) a’? : ап; е) а? : а", где 0 < т < 9. 


При каких значениях переменной верно равенство: 


а) 2х - 22х = 64; в) 5Р = 1; 
За. 34+1 
п. Зе . = 9 
6) 3" - 9 = 81; Г) a7 17 
199. Найдите значение выражения: 
а) 1034; 1031; г) 1,24 : (-1,2):; 
6) 41'* 41"; д) (-0,7)!! : 0,710; 


в) -1,35’ : 1,355; е) —8,67" : 8,67°. 
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200. Верно ли неравенство: 


а) 17,1? : 17,16 > 17,12; в) (-1,6)® : 1,6° < 1,64; 
6) 0,21! : 0,25 > 0,24; г) (-0,3):° : (-0,3)8 < 0,09? 
201. Вычислите значение дроби: 
gis . 34 611 . 710 . 79 511 ‚ 125 
a Эа: ON A. 
202. Найдите значение выражения: 
а) 5x° npn x = 16; в) 5a° — аз npn a = 2; 
6) -8x° npu x = -2; г) 4a? — 2а° upu a = -3. 
203. Сравните значения выражений: 
а) 1,46 и 1,46; в) 2,753 и 2,155; 
6) 0,6* и 0,6°; г) (-1,6)' и (-1,6)°. 


| | | | | р Упражнения для повторения 


204. Задайте с помощью перечисления элементов множество Х, 
если 


Х = {x|xeZ, -4<х< 4}. 
205. Найдите значение выражения: 
а) —x? + 3х?у при x = -5, у = 0; 
6) —(х + 4у)? прих = —4, y = 4,5. 
Известно, что значение выражения Е равно 1,5. Найдите 
значение выражения при тех же значениях переменных зи f: 
jt] - 8 
|| +3 | 





-21 | 8 _ г t, 2t — 3$. 
a) 24 +1; 6) (2 2,5) +t; 9-88, р) 


207. Составьте выражение по условию задачи. 


а) Купили 1 кг 300 г товара по цене а р. за килограмм. 
Какова стоимость покупки? 

6) Туристы шли со скоростью 75 м/мин. Сколько кило- 
метров они прошли за а ч? 

в) Муха летит со скоростью 200 м/мин, а ласточка — со 
скоростью 60 км/ч. Кто из них пролетит за а мин боль- 
ree расстояние? На сколько оно больше? 


| | | | | | ) Контрольные вопросы и задания 


1. Сформулируйте определение степени с натуральным пока- 
зателем. Найдите значение выражения 3*. Как в выражении 3* 
называется: число 3; число 4? 

2. Каким числом (нулём, положительным или отрицательным) 
является значение выражения а”, гдепе №, если: а) а равно нулю; 
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6) a — положительное число; в) а — отрицательное число ип — 
чётное число; г) а — отрицательное число и п — нечётное число? 

3. В каком порядке в случае отсутствия скобок выполняют- 
ся действия при вычислении значения числового выражения, 
содержащего степени? 

Вычислите значение выражения —5 ‹ (-2)3 - (-1)'!. 

4. Сформулируйте и докажите основное свойство степени. 
Представьте в виде степени произведение xX’ : x°, 

5. Сформулируйте правило деления степеней с одинаковыми 
основаниями. Найдите значение частного 27; 2°. 

6. Сформулируйте определение степени с нулевым показателем. 


ОДНОЧЛЕН 
5 И ЕГО СТАНДАРТНЫЙ ВИД 


4. 
8. У Одночлен. Умножение одночленов 


Выражения 15а, Зху : 2y, -3с' представляют собой произ- 
ведения чисел, переменных и их степеней. Такие выражения 
называют одночленами. Числа, переменные и их степени также 
считаются одночленами. Например, выражения —11, а, a® — 
одночлены. 

Одночлен 5а26 : 2ab® можно упростить, если воспользоваться 
свойствами умножения и правилом умножения степеней с одина- 
ковыми основаниями. Тогда получим: 


Ба? - 2ab* = 5 - 2a*-a-b: b? = 10а3\. 


Мы представили данный одночлен в виде произведения число- 
вого множителя, записанного на первом месте, и степеней различ- 
ных переменных. Такой вид одночлена называют стандартным 
видом. Числа, переменные, их степени также считаются одночле- 
нами стандартного вида. 

Любой одночлен можно преобразовать так, чтобы получился 
одночлен стандартного вида. Если одночлен записан в стандартном 
виде, то числовой множитель называют коэффициентом одночле- 
на. Например, в одночлене —10a7b* коэффициент равен —10. Если 
коэффициент одночлена равен 1 или —1, то его обычно не пищут. 
Например, вместо 1а3Ь пишут а36, вместо ~—1x*y® пишут —х?у6. 

При умножении одночленов снова получается одночлен, ко- 
торый обычно записывают в стандартном виде, используя для 
этого свойства умножения и правило умножения степеней с оди- 
наковыми основаниями. 


Пример. Умножим одночлен 12a5b* на одночлен —2а3Ь. 
Для этого составим произведение одночленов и преобразуем 
его в одночлен стандартного вида: 


12a°b* + (-2а35) = 12. (-2) - (a® : аз) - (b* - 6) = -24а°. 
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Введём теперь понятие степени одночлена. 

Степенью одночлена стандартного вида называют сумму по- 
казателей степеней входящих в него переменных. Если одночлен 
представляет собой число, отличное от нуля, то его степень счи- 
тается равной нулю. 

Например, степень одночлена 12x*y® равна 5, степень одночле- 
на —6ab равна 2. Выражение 2,32 является одночленом нулевой 
степени. 

Число нуль — это одночлен, степень которого не определена. 


208. Из данных выражений выберите одночлены: 


а) 5a°b; г) 2(a + b); ж) (a — b)*; 
6) —2aab; д) b; 3) 8,6xx"; 
в) —(mn’)*; е) -y; и) 7,5. 
209. Найдите значение одночлена: 
а) 18ху при x =Т, у= a3 B) <= при х = 2100; 
6) 10a? при а = 1,5; г) х‘у? при x = -Т, y = —0,5. 


210. Найдите значение одночлена: 
а) —0,03а^ 6, если а =Та+ = 3; 
6) —4,5хуб, если x = -12, xy = 12; 
в) ab*c?, ecnna=-7,b=5,a+b+c=8. 
211. Найдите с помощью калькулятора значение одночлена: 
а) 0,7х?у, если x = 1,29, и = 4,14; 
6) —За3Ъ?, если а = 1,9, b = 1,8. 
212. Представьте одночлен в стандартном виде и укажите его 
коэффициент: 


а) 12х3х - 3х2; г) ту - (-4,9ху); 
6) 0,3a? - 0,2а*; д) —За36 - (-9b*); 
в) —1663. [-36) е) -Зхузху?. 
213. Представьте в стандартном виде одночлен: 
a) —8aabb(-4a"”); в) 0,01x"*1y - 501xy"; 
6) —0,8ху”х?у"; г) —a®baa” - (-0,1)а?. 
214. Выполните умножение одночленов: 
а) sey! и —0,3хи; в) 32a°b" и —0,2a"d‘; 


6) —0,2а263с" +2 и —0,4а3с"*?; г) оу и —240х” +19. 
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215. Перемножьте одночлены: 


а) 12x*"y и аи в) 5ху, —х?" и —xy’; 
6) a®"b? и -таБ; г) 8а3, —а?63" и абв. 


216. Упростите выражение: 


а) 3p’ + (-2р); г) —тп : 38min’; 
6) ab(—2ab): д) —26с - (-0,03bc°); 
в) 0,72. 455; е) 9a2b - (-6) : (-0,3ab). 


217. Подберите показатель т так, чтобы данное равенство было 
верно при любом значении переменной а: 


a) 0,3a” : ба = 1,8ап; в) 1,2а” *? - аз = 1,2a": 
6) 2,6a* - 2a” = 5,2а!16; г) 2,6а"*'! : Заз = 7,8a". 
Замените Р одночленом так, чтобы полученное равенство 
было верно при всех значениях переменных: 
a) P - (-3a*b) = —12а*5"; 
3 


6) -x*y.P= guy 

в) (-—0,3a‘*b) - Р = 0,9а56 - 26°; 
т В, И ye as 

г) ху Р 14% 5 ХУ". 


219. Представьте одночлен 15х39 в виде произведения двух 
множителей, один из которых равен: 


а) 3х3; 6) -5хи; в) 15x?; г) -Зхуе. 
220. Представьте, если возможно, данный одночлен в виде 
произведения двух множителей, одним из которых является Зав: 
а) ба*6; в) —-24а865; д) 2а:6“; 
6) 21а?6:; г) 95°; e) —ab. 
221. Ширина земельного участка прямоугольной формы равна 
aM, а длина в 3,9 раза больше. Найдите площадь участка. 


222. Длина аквариума, имеющего форму прямоугольного парал- 
лелепипеда, в 1,2 раза больше ширины, а высота равна 3 длины. 


Уровень воды, наполняющей аквариум, составляет 80% его высоты. 
Найдите объём воды, если ширина аквариума равна а см. 


223. Определите степень одночлена: 
а) 5а35°: в) a*b!'e; д) 3x"y; ж) 0; 
6) —хи; г) (-0,1)2с3у; е) —х”и”; 3) (-3)°. 


224. Составьте два каких-либо одночлена пятой степени с 
двумя переменными а и Ob. 


[225.| Укажите значение т, при котором: 
а) одночлен 6a"b‘ является одночленом седьмой степени; 
6) одночлен —ab"c? является одночленом десятой степени. 


| | | | | ) Упражнения для повторения 


226. Найдите значение выражения: 
(—3)° + (-3)* + (-3)3 + (-3)? + (-3)' + (—3)° + 3 + 32+ 33+ 3* + 3°. 


227. Задайте с помощью перечисления элементов множество 
натуральных делителей числа 30. Выделите из него подмножество 
простых чисел, являющихся делителями 30. 


228. Составьте выражение по условию задачи. 
а) Туристы 2 ч 20 мин ехали на автобусе со скоростью 
а км/ч, а затем ещё 30 мин шли пешком со скоростью 
6 км/ч. Какова длина маршрута? 
6) Купили 2 кг капусты по цене а р. за килограмм и 400 г 
лука по цене Ь р. за килограмм. Какова стоимость по- 
купки? 


о. 


Рассмотрим сначала правила возведения в степень произведе- 
ния и степени. 

Преобразуем четвёртую степень произведения ab: 

(ab)* = (ab)(ab)(ab)(ab) = (aaaa)(bbbb) = a+b’, т.е. (ab)* = ath. 

Четвёртая степень произведения равна произведению четвёр- 
тых степеней множителей. 

Аналогичным свойством обладает любая натуральная степень 
произведения двух множителей. 

Если au b — произвольные числа и п — любое натуральное 
число, то 


Возведение одночлена в степень 


(ab) = a"b". 
Докажем это, воспользовавшись определением степени и свой- 
ствами умножения: 


(ab)" = (ab)(ab)...(ab) = (aa...a)(bb...b) = a"b", т.е. (аб)" = a”b". 
п раз п раз п раз 


Доказанное свойство распространяется на произведение трёх 
и более множителей. Например, 


(абс) = a"b"c", (абса)" = a"b"c"d". 
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Отсюда следует правило: 

» чтобы возвести в степень произведение, нужно возвести в 
эту степень каждый множитель и результаты перемножить. 

Рассмотрим теперь, как можно возвести степень в степень. 
Преобразуем, например, выражение (а°)*: 


3 e ® 9 

Аналогичное свойство выполняется для произвольных степеней 
с натуральными показателями, 

Если а — произвольное число, т ип — любые натуральные 
числа, то 

(a™)" = а” 

Докажем это, воспользовавшись основным свойством степени 

и определением произведения натуральных чисел: 


п раз 


п 
(а”) = ата"... а” = а"*"*-*" = gm 
ng 
п раз 
Следовательно, 
(а”)” = а”"" 


Из доказанного свойства следует правило: 

e чтобы возвести степень в степень, нужно основание OC- 
тавить тем же, а показатели степеней перемножить. 

Аналогично тому, как было доказано свойство степени 


п 
re a 
произведения, можно доказать свойство степени дроби: [= = 


п 


ап 


‚ roe dz 0. 
| Е 


а. аа а} _ 
т a Следовательно, (2 | 


п раз 


< |[> 


Из этого свойства следует правило: 

‚ чтобы возвести в степень дробь, нужно возвести в эту 
степень числитель и знаменатель, первое выражение записать 
в числитель, а второе — в знаменатель. 

Правила возведения в степень произведения и степени исполь- 
зуются при возведении одночленов в степень. 


Пример 1. Возведём одночлен —3a*b? в шестую степень: 
(—-3аз6?) me (—3)® & (а3)° . (62) ыы 729а138р12. 
Пример 2. Возведём одночлен —х“у32 в третью степень: 
(—x*y%z)? Е (-1)° z (^^) $ (и3)3 & 23 —_ и". 


Заметим, что свойства степеней, выраженные формулами 
(ab)” = a"b" и (а"”)" = a™", распространяются и на степени с нулевым 
показателем (если основания степеней отличны от нуля). 
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о ыы 


229. Возведите в степень произведение: 


а) (6х); в) (abc)’; д) (1.00) ; ж) (—0,Labc)*; 
1 2 
6 (32); r) (Zaye) (~L ay] 3 8) (-0,8beay*, 
230. Выполните возведение в степень: 
а) (са); г) (-3ab); ж) (-0,3хус)"; 
6) (—xyz)’; д) (0,2a6)°; 3) (0,8mnp)’. 
est в: 
в) (ва); ©) [-1жи]. 


231. Упростите выражение: 
4 
a) (-8abc) - (- 2 be | - (12ab)?’; 


6) (Fay ) (-49ахи) + (-2ay)°; 
в) (-0,16с)* - (0,2ac)? - (-10abc)?; 


r) [11аху [Тау]  (-2ах). 


232. Как изменятся поверхность и объём куба, если его ребро 
увеличить в 2 раза; в 3 раза; в п раз? 
На покраску шара затратили 47 г краски. Хватит ли 


100 г краски, чтобы покрасить шар, радиус которого в полтора 
раза больше? (Площадь поверхности 5 шара вычисляется по 
формуле S = 4nR’, где В — радиус шара.) 


234. Найдите значения выражения: 


а) 0,26 + 56; в) 1,25? . 802; д) 24 + 55; 
6) 0,258 . 48; г) 8] а] ‚  e) 0,253 44. 


235. Найдите значение выражения: 
а) а'6'; 6) 8a*b*; в) 0,01a°b5 — 3, если ab = 3. 
236. Выполните возведение в степень: 


a) (a*)?; в) (х?)*; д) (a")°; ж) (a®)?"; 
6) (b*)°; г) (55); е) (a’)"; 3) (a*)*". 
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237. Представьте, если возможно, выражение в виде степени 
с основанием 2: 


а) (4°)°; 6) (-4°)°; в) (-8)? - 64. 


238. Представьте, если возможно, выражение в виде степени 
с основанием —3: 


а) 9°; 6) 27°; в) 811; г) 7297. 
239. Представьте, если возможно, выражение в виде степени 
с основанием у: 


а) (-у')”";  6)-Су); в) Су); г) —(-у”")°. 
240. Замените знак * степенью числа р так, чтобы получилось 
равенство, верное при любых значениях р: 


а) (*)° = р; в) (*)° +p’ > pt = pe; 
6) (*)* р’ = p®; r) p+ p*: (*) = p®. 
241. Зная, что a* = т, найдите: 
а) а25 . al; 6) (—a*)® . (-a’)?; B) 3(—a)!? . (-а3)*. 


242. Представьте степень в виде частного: 


5: (= a (ey 
5 (#3 э[-#]: 9). 


243. Представьте выражение в виде степени: 




















ks _ 32a! . 16x® . cn 
a) т? ’ 6) bs =” B) 625y4 : ) nen 
244. Найдите значение выражения: 
7 6 
о 2,843. (-7,56) | 24. г) (-11) 
1,423 15, 127 492 (-5,5)° 
245. Известно, что Е = —2. Чему равно значение выражения: 
at а? 263 а? — b? 
а). = os 
) b4 ) 2b5 аз а? + 6? 
246. Вычислите значение выражения: 
“5 1,710. 1,75 в) (322 )2 - 45 i) 36 . 97 
(1,74)* ’ (-16)8 ° 363” 
(-3,1)* - (3,19)? | ЕЯ , 25° , 215 
" (-3,12 )°® > 1) (518 274’ 93. 74 © 


При каком значении x, rye x € М, выполняется равенство: 





32x _ : Зх+1 . Ox _ , 
a) =~ = 2,25; в) = 3; 
3x-1 , > a x 
6) 2-16 = 64, г) DF 25° = 6х1? 
4x 1257 


248. Пользуясь таблицей квадратов двузначных чисел, найдите 
значение выражения: 


а) 9%; в) 8°; д) 64 + 5“; ж) 6. 74; 

6) 7*; г) 3°; е) 84 - 33; 3) —9 : 46. 
249. Упростите выражение: 

а) (а3)?а; в) a® : (а); д) (a’)* - (а*)?; 

6) (x*)? : x; г) у: (12); e) (а°)? : (а“)“. 


250. Верно ли при любом значении х равенство: 
а) (—x9)? > (51 = (78. (-д2)х; 
6) (—x?)3 Е (—-х6)2 = (—x5)3 и x: 
B) (—-х“)4 И (х?)? == (—x°*) 5 (-—x*)°? 


Укажите все пары натуральных значений переменных а 
и п, при которых верно равенство: 


а) а” = (2°)?; 6) а” = (3°)°; в) а" = (27°. 
252. Возведите одночлен в степень: 

а) (1,2a°b)?; 6) (—ab*c!)®;__B) (-1,1^"у8)?; г) (-0,3a*y")’. 
253. Представьте выражение в виде квадрата одночлена: 

а) 16х; бб) a at? в) 0,01x8y!® г) 1,21 a*b8¢?. 
254. Представьте выражение в виде куба одночлена: 

а) 8х6; 6) -125¢°d®; в) 57298; г) 0,216а3с6. 
255. Представьте выражения: 


а) 0,01х!2у4; хЗув; 1 с а16с18 в виде квадрата одночлена; 
6) 0,001а36; —m'n'; Е ра? в виде куба одночлена. 


256. Замените показатели т и п числами так, чтобы полу- 
чилось равенство, верное при всех значениях переменных а ив: 
а) (a™b*)® = (a°b")?; 
6) (a2b")® a (a"b?)*. 
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257. Упростите выражение: 


а) 12a? - (3а^)?; г) -12a°b4 - (-5ab?)°; 
1 уз. Г орз. а are ony 
в) —0,09c® - (10c*)?; е) (-ба?63)? : (-За36). 


258. Преобразуйте выражение в одночлен стандартного вида 
и определите степень этого одночлена: 


a) (—ab)* ‹ (2ab)’; д) (—abc)? : (0,1c7)4; 
6) (-ху)? : (0,1x3y?)3; е) (0,1m3n)? + (-10mn?)?; 


B) [- 2 ae ) - (-3ab)°; 2K) (2 mn} - (-3m)*; 


1 2 
г) (0,2а6с?)з : (ab); 3) (2 xy | * (-Tx*)°. 
259. Упростите выражение: 
а) —(ab)? - a*b; д) —(0,1x?y)?  (10х8у?)?; 
6) (-ab)* : (-а5?)з; е) (-0,2m?n)? - (4т3п)з; 
3 
в) ("= (-295 ax) (8g)? [Тр]; 
г) (-a*b)* : (-9ab*)?; 3) —(-тп>2)? + (—m?n3)°, 


a 
пражнения для повторения 


260. Найдите область допустимых значений переменной в 
выражении: 
a-4, at... за . 24 
в” Woe о 2 |а|-5. 








а) 


261. Определите степень одночлена: 
a) —3a8b’; 6) —a™b®e; в) 1,2a”b"c*". 
262. Сравните значения выражений: 
а) (-3а^)? и (3а*)?; 6) (-12a5)® и (12а5)в. 
263. На покраску всех граней куба потребовалось 54 г краски. 


Сколько краски потребуется, чтобы покрасить все грани куба, 
ребро которого втрое больше? 


264. Чтобы заполнить сосуд, имеющий форму куба, потребова- 
лось 230 г жидкости. Сколько жидкости вмещает сосуд, имеющий 
форму куба, ребро которого вдвое больше? 


10. ху Тождества 


Рассмотрим равенства а!? : a? =a’: виа? : ae=a?: a’. 

Первое равенство верно при любых значениях переменной а, 
а второе — при любых значениях а, кроме нуля. Областью до- 
пустимых значений переменной а первого равенства является 
множество всех чисел. Областью допустимых значений правой 
части второго равенства также является множество всех чисел, а 
левой — множество всех чисел, кроме нуля. 

О каждом из этих равенств можно сказать, что оно верно при 
любых допустимых значениях переменных а. Такие равенства 
называют тождествами. 


Определение. Тождеством называется равенство, верное 
при любых допустимых значениях переменных. 


Верные числовые равенства также считают тождествами. 
С примерами тождеств вы уже встречались. Так, тождествами 
являются равенства, выражающие свойства действий над числами: 


at+b=b+a, а+ (4 +с)= (аа +5) +с, 
аб = ба, а(с) = (аБ)с, а(Ъ + с) = аб + ас, 
а+0=а, а`0=0, а-1=а, a-:(-1)=-a. 
Выражения, соответственные значения которых равны при 
любых допустимых значениях переменных, называются тожде- 
ственно равными. 
Например, тождественно равными являются выражения 
3 . 4-8 
x x 
(a*)* и a®, ab - (-a*b) и —а36?, иж. 
x 
Замену одного выражения другим, тождественно равным ему, 
называют тождественным преобразованием. С тождественными 
преобразованиями вы встречались, например, при умножении 
одночленов, возведении одночленов в степень. 


Ht ie 


265. Является ли тождеством равенство: 
ааа+5=5+а; в) За ' 3b = 9аб; 
6) а(-6) = —ab; r)a—-b=b- a? 


266. Из данных равенств выберите Te, которые являются 
тождествами: 
а) 12ab = 3За(-45); г) (а — 4)? = (4 - a)’; 
6)6-8=8- 6; = Xs 
в) x + x = x16 e) (-a)* + a = (-а)з. 
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267. Составьте какое-либо тождество, содержащее: 
а) одну переменную; 
6) две переменные; 
в) три переменные. 


268. Замените букву т таким числом, чтобы полученное 
равенство было тождеством: 


а) Хх”. (x?)? = x: B) (ху)" : y® = ami’: 

6) (a?)” . а8 = 220: г) (а26)* .Ь"” = а8Ь!6. 
269. Являются ли тождественно равными выражения: 

а) 2а + 13 и 13 + 2a; в) (-x)° (-y) и —ху; 

6) Зх - 11 и 11 - 3x; г) (x — yj? u(y — x)?? 


270. Укажите, если возможно, значение п, при котором тож- 
дественно равны выражения: 
тих, в) (a”)?: ати a’; 
б) х": хз un xl; г) (а5)" -аиа“. 
271. Из данных выражений выберите Te, которые тождественно 
равны одночлену а!?68: 


а) (—ab)® у а“; в) (Fab) : 32a‘b’; д) (ab)® $ (-a®b?). 
0 (3 ato) `3а263; г) (~ab)° - (-а?5)5; 


272. Какие из данных выражений тождественно равны одно- 
члену 2х?у: 


а) xy 8x; в Ся (25); — д-ую. (By) 


6) —хи + (-2xy); г) —-10х. (-2}; е) -12x? - ay? 


| | | ) Упражнения для повторения 


|273. | Ученик показал друзьям арифметический фокус. «За- 
думайте двузначное число; прибавьте к нему это же число, но 
записанное в обратном порядке; полученный результат разделите 
на сумму цифр задуманного числа. У вас получилось 11». Как 
ученик узнал результат? 


|274. Из пунктов Аи В, расстояние между которыми равно 
SKM, выехали одновременно навстречу друг другу два автомоби- 
ля. Скорость одного из них равна 60 км/ч, а другого — 80 км/ч. 
Какое расстояние будет между автомобилями через 2 часа, если 
известно, что: 
а) встреча еще не произошла; 
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б)встреча уже произошла и автомобили продолжили 
движение? 


275. Найдите значение выражения 2 — = при: 





а) а = 1; 6) а = 2; в) а = 3. 
Не вычисляя, ответьте на вопрос: чему будет равно значение 
этого выражения при а = 4? Проверьте вашу гипотезу подстановкой. 


[276.| Имеются два разных сплава серебра: первый, массой 
25 кг, содержит 84% серебра, второй, массой 12,5 кг, содержит 
72% серебра. Какой процент серебра получится, если сплавить 
эти два сплава? 


| | | | | ‘ Контрольные вопросы и задания 


1. Что называется степенью одночлена стандартного вида? 
Приведите пример одночлена стандартного вида и укажите его 
степень. 

2. Какие свойства используются при умножении одночленов? 
Умножьте одночлен 2хбу* на одночлен —3ху?. 

3. Сформулируйте правило возведения произведения в степень. 
Возведите выражение Zab в пятую степень. 

4. Сформулируйте правило возведения степени в степень. Воз- 
ведите выражение а? в четвёртую степень. 

5. Сформулируйте правило возведения частного в степень. 


4 
2 
x 
Представьте в виде частного степень [-= р 
у 
6. Сформулируйте определение тождества. Приведите пример. 
7. Какие выражения называются тождественно равными? При- 
ведите пример выражения, тождественно равного выражению a’. 


| | | $ Дополнительные упражнения 


к главе 2 


К параграфу 3 


[277.|Верно ли равенство: 
а) 3* + 4? + 5? = 62; 
6) 13 + 63 + 83 = 93; 
в) (1 +2 +3 + 4) = 13 + 23 + 33 + 43; 
г) 33 + 10° + 183 = 193? 


62 Глава 2. Одночлены 


|278. Найдите: 


а) значение выражения 1° - 26 + 36; 
6) сумму квадратов первых семи простых чисел; 
в) сумму первых 36 натуральных чисел. 


279. Найдите все целые значения р, при которых: 
а) 1 <> < 20; 6) 40 < b* < 70. 


280. Составьте таблицу значений: 


а) степеней числа 2 с показателем п от 1 до 10 включительно; 
6) степеней числа 3 с показателем п от 1 до 10 включи- 
тельно. 


281. Выпишите первые шесть последовательных значений 
выражения 1,5 ° (-2)" при п = 1, 2, 3,.... 

282. Найдите множество значений выражения: 

9 (-1)" + (-1)"*"? 
а) 12 - (-1)" +6: (-1)”"; 6) РЕ: 

283. Путь, пройденный телом при свободном падении, вычис- 
ляется по формуле $ = 4,9Р, где t — время падения (в секундах), 
$ — пройденный путь (в метрах). Найдите $, если t = 1,5; 2; 3,5. 


284. Объём шара вычисляется по формуле У = an’, где В — 


радиус шара, л = 3,14. Вычислите с помощью калькулятора зна- 
чение У, если радиус шара равен 6,5 см; 12,6 см (ответ округлите 
до сотых). 


285. Какой цифрой оканчивается четвёртая степень числа а, 
если: 
а) а = 71; б) а = 105; в) а = 49; г) а = 94? 
286. Сравните: 
а) —52п И (—5)*"; B) 234пт +2 И (—23)* + 2. 
6) —17*"*1и (-7)*" 7); г) -15*" и (-15)*". 
287. Зная, что а > Ou b < 0, сравните с нулём значение вы- 


ражения: 
а) (а — b)?; 6)(Ь-а); в) —6a"b2"*!; pr) a — bt" > 3, 


288. Найдите значение суммы 
СЕ, 
289. Представьте, если это возможно, в виде степени с осно- 
ванием —х выражение: 
а) —х*; в) x"; д) —х°; ж) х" т; 
6) x°; г) x*; e) =x": т. 
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Подметьте какое-либо правило, по которому составлена 
последовательность, и напишите три следующих её члена: 


а. 9. 1): 3.29; По 
6) as 5, 10, eee 9 д) -2; 4, —8, eee 5 
в) 3, 12, 27, ...; 6) 11-1. 


291. Докажите, что при любом п Е М кратно 9 значение вы- 
ражения: 


а) 10" - 1; в) 100” + 17; 
6) 10" + 8; г) 100" - 1. 
292. Докажите, что при любом п Е М значение данного выра- 
жения является целым числом: 
10” + 7199 10° + 317 
a) rage = 6) == в) РЕ 1 
293. Сравните a? и a’, если: 
а) а = —3,7; б) а = 0; в) а = 0,5; г) а = 1,5. 
294. Упростите выражение: 
а) (—a)"° - a® - (—a)?; в) a(—a)* - а"; 
6) —а* . а? . (-а)б; r) —q? =" a® м (—a)?", 


10” + 305. г) 10” + 428 
6 ; 


295. Представьте 312 всеми возможными способами в виде 
произведения двух степеней числа 3. 


296. Представьте в виде произведения двух множителей, один 
из которых равен х3, выражение: 


а) хи; 6) —х8; в) xn +3; г) x3 + on 
297. Найдите x, если: 

a) 62. x = 63; в) х- 28-29 = 20; 

6) x 425 = 427. г) Зи у 35 Хх = 318. 


298. Замените с степенью с основанием а так, чтобы полученное 
равенство было верно при всех значениях д: 


а) с - а =а!; в) c(a°a®) = a"; 
6) al? -c =a"; г) (аа*“)с = а?°. 
299. Найдите значение выражения: 
gis . 914 5' 5 зи , 5п+2 | 96. (-2)° 
a) 318. 010’ 6) 56.312’ в) 5п+1. 54’ г) — 32 “ 


300. Зная, что 2" = 1024, найдите значение выражения: 
а) 2"+1; 6) 2"-1; в) 2"+?; г) Qn- 3 
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301. Упростите выражение: 
_1\п+1 . 4-3 _1\п +2. +8 
(-1) х 6) (-1) х 
(-1)" ‚ х2 (-1)" ; x6 
302. Вычислите: 
а) (1,7 — 3,4)°: 6,12 -3: 23; 


0 4 
6) te т 2. gi 12. G 
71 32 9 3 
303. Найдите значение выражения: 
а) —a* — аз при а = —7; 


6) -8° + sb npn d = + 


a) 


5’ 
в) -a*b + 6° приа = 0,2, а + =5; 
г) —4а? - b? при а = -1,5, а + b=6,5. 


304. Расположите в порядке возрастания: 
(-3,7), (-3,7)’, (—3,7)°, (-3,7)°. 


К параграфу 4 


305. Определите степень одночлена: 
а) —5а26Тс; в) 0,52а”Ъ?; д) 123; 
6) —11абс; г) -1,72a”b"c; е) 25. 


306. В выражении 4,57a"b" замените показатели т и п на- 
туральными числами так, чтобы получился одночлен шестой 
степени. Укажите все возможные способы. 


307. Преобразуйте в одночлен стандартного вида произведение 
одночленов: 


а) -2- ab, 1,3a5b и —10а1°6 т; 


6) 1S дз? 2, -5,1хуг и —0,1х2у?г3; 


в) -12,5р'с3, —8р3с и 0,2p%c*; 
г) -6,2а36‘с8, —0,3abc и —-5аб“с*. 

Представьте каким-либо способом одночлен 45хбу3 в виде: 
а) произведения двух одночленов с переменными х ии; 
6) произведения трёх одночленов с переменными х ии; 


в) произведения двух одночленов, один из которых не 
содержит х, а другой не содержит у. 
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309. 


310. 


Представьте выражение в виде а” или —a": 
а) (аз); 6) (-а°)?; в) (-а*); г) (а. 


Представьте 218 всеми возможными способами в виде 


степени с показателем, отличным от 1. 


311. 


312. 


313. 


314. 


315. 


316. 


317. 


318. 


319. 


Зная, что 64 = 6561, найдите: 

а) —65*; 6) (-5)*; в)6; г)(-5); д-. 
Какой цифрой может оканчиваться: 

а) квадрат натурального числа; 

6) четвёртая степень натурального числа; 

в) восьмая степень натурального числа? 


Какой цифрой оканчивается произведение: 


а) 314 - 755; в) 156 - 98; д) 6 - 312; 
6) 612 S 3; г) 316 e 518. e) 98 . 15°? 
Выполните возведение в степень: 

a) (а”)?; в) (—x*)"; д) —(b")°; 
6) (-a*)’’; г) (-x")*5 е) —(-b*)". 
Представьте: 


а) 416 в виде степени с основанием 2; 
6) 224 в виде степени с основанием 8; 
в) 811! в виде степени с основанием 9; 
г) 5 в виде степени с основанием 125. 


Сравните: 
а) 95 и 273; в) 254 и 1252; 
1 \* 1} 
9 14. к. Realy 
6) 89 и ан; о (4) и (4). 


Выражения 216, 43 и 16? представьте: 


а) в виде степеней с одинаковыми основаниями; 
6) в виде степеней с одинаковыми показателями. 


Сравните: 
а) 520 и 150; 6) 840 и 727°, 


Преобразуйте выражение в одночлен стандартного вида 


и укажите степень одночлена.: 


a) —1,2а6 - (-0,5а26°); г) —0,6ху? : (5xy*); 
6) 0,75x%y - [-11 ху" }; д аут (195 


в) —Zbc® -(-0,36be); e) —5 ра? -(-0,3p"q°). 
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320. Упростите выражение: 


а) (3ab)*  (-5а?)з; д) —(р9°)? - (-2р*4)*; 

2 
6) (-4x¢y)? + (ху: e) [- вх’ || › Bxty)'s 

2 

в) (Зи) › (S22?) § ox) mn)?» min)’; 

2 
г) —(0,5ac?)? - (—a2c?)°; 3) -(2act | - (-12a?c‘4)?. 

321. Упростите выражение: 
а) Зх”у + (-2x7y)'; д) (-5x"y*)? + 4х‘у; 
6) —xy(xy)”; е) —(3ab*)* - (a")?; 
в) -а”с" + (-4a’c)°; ж) (-ас3")^ + (—a"b)?; 
3 

Г) = xy(-0, 7х" у}; 3) (25ax? )? `[Танл” | : 


322. Из данных выражений выберите те, которые тождественно 
равны одночлену 32a%b!): 


a) (—2ab)* - 2a‘*b’; в) (2ab)° - (ab); 
6) (-ab)® + (-32ab); г) -(—2a7b7)? - a%b°. 


Учитель предложил учащимся следующее задание: запи- 
шите любое трёхзначное число; умножьте его сначала Ha 7, потом 
на 13, после чего — на 11. В полученном числе зачеркните по- 
следние три цифры, и вы снова получите задуманное вами число. 
В чём состоит разгадка фокуса? 


Her МНОГОЧЛЕНЫ 


ГЛАВА 


Содержание этой главы посвящено изложению основ теории 
многочленов: многочленам с одной или несколькими перемен- 
ными, стандартному виду многочленов, степени многочлена, 
действиям с многочленами. Материал главы позволит подробно 
рассмотреть понятие уравнения и его свойств, а также тему «Фор- 
мулы сокращенного умножения». 


§ 5. 4 МНОГОЧЛЕН И ЕГО СТАНДАРТНЫЙ ВИД 


11. Многочлен. Вычисление 
значений многочленов 





Выражение 5a*b — 3ab - 4a? + 7 представляет собой сумму 
одночленов 5a*b, —3ab, —4а3 и 7. Такие выражения называют 
многочленами. 

Определение. Многочленом называется сумма одночле- 
HOB. 

Одночлены, из которых составлен многочлен, называют чле- 
нами многочлена. 

Например, членами многочлена x°y — 4х? + 9 являются од- 
ночлены х3Зу, —4x? и 9. 

Многочлен, состоящий из двух членов, называется двучленом, 
а многочлен, состоящий из трёх членов, — трёхчленом. Одночлен 
считают многочленом, состоящим из одного члена. 

Многочлены иногда называют полиномами, а двучлены — би- 
номами (от греческих слов «поли» — «Много», «HOMOC» — «член, 
часть» и латинского «би» — «два, дважды»). 

Зная значения переменных, входящих в многочлен, можно вы- 
числить значение многочлена. 

Пример. Найдём значение многочлена —0,3x7y - x? + Ту при 
х =-0,2,y=-1. 


Имеем: 
—0,3х2у — x? + Ty = -0,3: (-0,2)? - (-1) - (—0,2)? +Т: (-1) = 
= 0,012 + 0,008 - 7 = -6,98. 
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324. Назовите члены многочлена и укажите степень каждого 
из них: 
а) —x* + Bx*y — y*: 6) 7а8с — 5a* + 3c* - 11. 


325. Расположите многочлен по убывающим степеням пере- 
менной: 
a) 22° + 5 — 4x° + gt — 4; 6) 15y° — y’® — бу? - 11. 


326. Расположите многочлен 12а? + ab — а — 3a'*b® + 6b!’ по 
возрастающим степеням: 
а) переменной а; 6) переменной 6. 


327. Представьте в виде многочлена число: 
а) xyz} 6) ad; B) abcd; r) mnefk; д) abcdef. 


328. Найдите значение многочлена: 
а) x° — 10х* + 115? —x+ 14 прих = -2; 
6) аз6 — 14а? — Gab? + b+ 2 при a = -1, b = 0,5; 
в) 5x4 — х3 + 7х? - 11х + 4 прих = -3; 
г) 15а26 — 5ab? + Tab - 21 при a = 0,2, 6 = -1,2. 


329. Составьте таблицу значений многочлена 2x° — 3x + 1 при 
всех целых значениях переменной, удовлетворяющих условию 
—2 <х < 3. При каком из этих значений переменной значение 
многочлена равно нулю? 


330. Найдите значения многочлена a® — За? + Bab? - в 
для всех целых значений переменных, расположенных между 
числами Зи 3. 


Исаак Ньютон (1643—1727), анг- 
лийский физик и математик; создал 
теоретические основы механики и 
астрономии, разработал (наряду с 
немецким учёным В. Г. Лейбницем) 
дифференциальное и интегральное 
исчисление; автор важнейших экс- 
периментальных работ по оптике; 
внёс существенный вклад в теорию 
многочленов. 
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331. Найдутся ли такие целые значения х, при которых зна- 
чение многочлена 5х8 + 15х3 + 25х + 7 является числом: 
а) чётным; 6) нечётным; в) кратным 5? 


332. Докажите, что не может быть отрицательным числом 
значение многочлена: 
а) x? + y? + 4; 
6) а* + 3a7b? + bt + 62 +1; 
в) аб + 66 + а866 + а!2616, 
333. Из многочленов x? + у?, a? + 6? + 4, 4a7b?, 68 + 3b* + 6, 


1 + b'* выберите Te, которые при любых значениях переменных 
принимают положительные значения. 


334. Замените показатели т и п какими-либо натуральными 
числами так, чтобы при любых значениях переменных X и у MHO- 
гочлен: 

а) x®y® + 6xty? + xy" + 1 принимал положительные зна- 


чения; 
6) —х'бу* — 18х2у? — 5х?у" — 6 принимал отрицательные 
значения. 


335. Верно ли, что при любом натуральном значении п мно- 
гочлен: 
а) а*" +? + а?" + 16 принимает положительные значения; 
6) —а*" — 5а?" принимает отрицательные значения? 


336. С помощью калькулятора найдите значение многочлена: 
а) хз + 12,6 при x = 2,9; 
6) а* — 3,444 при а = 1,4; 
в) a*b — 3,26 при а = 2,17, b = 3,14; 
г) 3x°y* при x = 1,76, y = 1,4. 
337. Используя калькулятор, найдите значение выражения: 
а) х* + у? при x = 7,1, y = 8,4; 
6) т? + п? + 1 при т = 1,36, п = 0,24; 
в) 5а26 + а* при а = 1,8, 6 = 1,7; 
Г) а° — 364+ 16 при а = 1,5, 6 = 1,8. 


| | | | | ) Упражнения для повторения 


338. Преобразуйте в одночлен стандартного вида: 
а) (-2а26) : (ab); 6) (-8ab)® : (-2а?63):. 
339. Вычислите рациональным способом значение выражения: 
а) 17,95 - 3,81 + 17,95 : 6,19; 
6) 64-27— — 274-34. 
3 3 
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340. Из множества двузначных чисел выделите подмножество 
чисел, кратных 19. 


12. У Стандартный вид многочлена 


В многочлене 13x°y + 4 + 8ху — бх?у - 9 первый и четвёртый 
члены имеют одинаковую буквенную часть. Члены многочлена, 
имеющие одинаковую буквенную часть, называются подобными 
членами. Подобными членами считаются и слагаемые, не имею- 
щие буквенной части. 

Сумму подобных членов многочлена можно заменить од- 
ночленом. Такое тождественное преобразование называют приве- 
дением подобных членов или приведением подобных слагаемых. 
Приведение подобных членов основано на переместительном и 
сочетательном свойствах сложения и распределительном свойстве 
умножения. 


Пример 1. Приведем подобные члены многочлена 
13х?у + 4 + 8ху - 6x’y - 9. 
Имеем: 
13х?у + 4 + 8ху - 6x*7y - 9 = 
= (13х?у — бх?у) + 8ху + (4 - 9) = 
= (13 — б)х?у + 8ху — 5 = Tx*y + 8ху — 5. 


В многочлене 7х?у + 8ху — 5 каждый член является одно- 
членом стандартного вида, причём среди них нет подобных 
членов. Такие многочлены называются многочленами стан- 
дартного вида. 

Рассмотрим многочлен стандартного вида 38a? — 5а36? + 7. Его 
членами являются одночлены третьей, пятой и нулевой степени. 
Наибольшую из этих степеней называют степенью многочлена. 
Таким образом, этот многочлен является многочленом пятой 
степени. 

Степенью многочлена стандартного вида называют наиболь- 
шую из степеней входящих в него одночленов. Степенью произ- 
вольного многочлена называют степень тождественно равного ему 
многочлена стандартного вида. 


Пример 2. Определим степень многочлена 
ав + 2а*6 — а@ +1. 
Для этого приведём многочлен к стандартному виду: 
ав + 2a*b — a5 + 1 = 2a°b + 1. 
Степень полученного многочлена равна трём. Значит, и степень 
заданного многочлена равна трём. 
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Если многочлен является числом, отличным от нуля, то сте- 
пень такого многочлена равна 0. Число нуль называют нуль-мно- 
гочленом. Его степень считается не определённой. 

Среди многочленов выделяют многочлены с одной перемен- 
ной. Многочлен п-и степени с одной переменной в стандарт- 


ном виде записывается так: ах” + ах” 1+ a,x" ~ 2+... + 
2 == 

ал а, _ох = a,x +a,rge x переменная, A, а, а.,..., A _у,, 

а — произвольные числа, п Е М или п = 0. Коэффициент при 


в 


x" называют старшим коэффициентом (в нашем случае это а’). 
Слагаемое, не содержащее переменной х, называют свободным 
членом многочлена (в нашем случае это а). Например, старший 
коэффициент многочлена x* + 2х3 — x? + 3x равен 1, а свободный 
член равен нулю. 

Заметим, что значение многочлена с переменной х при 
x = 0 равно свободному члену этого многочлена, а при x = 1 — 
сумме его коэффициентов. 


341. В каком случае многочлен записан в стандартном виде: 
а) 12а — aba + 2ab? - 13ab + b’; 


6) -—a*b + аб? — 18ab + b? + 12a + ab’; 
в) —a*b + 2ab? - 13аб + 12a + b?; 
г) Зазь — ab? + 4ab? — ab + b; 
д) 5a*b — a®*b? + Заб? + ab - 1; 
е) —За?6 + 2а?6? — ab + ба + b? 
342. Приведите подобные члены многочлена: 
а) 0,3х? — x? + 0,9x? + 3х2; 
6) y? i sy + у + 43; 
в) —ху? — ху? - 0,8ху? + 1,9ху?; 
Г) ху + xy > ху + 3xy. 
343. Приведите подобные члены многочлена: 
а) —рз + 4p? — 12p? + 14р?з — 11p? - 6p; 
6) 1 — 4m® + 2 — тб — m5 + 12m; 
в) 4,4х?у — 40xy? + 3,6xy? - 1,4x?y - 26; 
г) 0,12a%b — 1,1lab*® — 0,6ab? + 0,08a%b — 2a%b. 
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344. Найдите значение многочлена: 


а) 1,2x4 + x? + 0,154 - 8 - 1,3x4 + 0,2x? при x = 14; 
1 5 р ВЕ 5 —_ 774 с 4 = — 
Ee +12 BW -У gh приу=-2. 


345. Может ли быть отрицательным числом значение много- 
члена: 
а) 0,3x° — 0,7x° — 8,6x4 — x® + хз - 0,355 + 1; 


54 53 _ | Oe З 3 4/73 9 
6) 12а +534 12а 37a 13а + 6: 


346. Замените М одночленом так, чтобы после приведения 
подобных членов получался многочлен, не содержащий b?: 
а) М + 0,16 — 0,47b2 + 0,8b? - 1,896" - 1,1653; 


~1p2 , Lys — Lys — 94 4 3193 
6) M 30 +70 109 bY + 326 +1. 


347. Представьте в стандартном виде многочлен: 

а) 23x° — 14хху + 6х3 - 2x?- 8у+4; 

6) 2y - у? — Зи? . 4у? + би" - 8и1 - 11; 

в) 5x - (—4x*) — 2х? - 3х3 + 27x? — хб; 

г) 16a - (-а?6) + 18а36 - 12aab + 14a’b. 
348. Упростите выражение: 

а) 12х . x? — 6x? - x? — 1654 + 4x? - x?: 

6) 0,3a - 4b? - 1,2ab - b + 4,8ab? - 6a - 0,863; 

в) 5x? - 2y - 10ху - 4х - 14x?y + 18x?y; 

г) 0,8y"y? — 0,0ly - 12y"*!- 1,6y"*? -1; 

д) 3,2x7x"x - 3,4х"*1. 2х2 — 4,8х"*?. 0,1х + х"+3, 
349. Дан многочлен от одной переменной 4x? — 3х? + 2x - 1. 

Укажите: а) старший коэффициент; 6) свободный член. 


350. Чему равно значение многочлена 
хз — 2х4 + 3х3 - 4х? + 5х - 6: 
а) при x = 0; 6) при x = 1; в) при x = —1? 
351. Найдите при x = -1 значение многочлена: 
а) 4x? + 3х? + 2х +1; 
6) 4х5 + 3х“ + 2x2 + х? + 5х + 6; 
в) x4+ 2x8 +х+1. 
352. Сколько членов может иметь многочлен стандартного 


вида от одной переменной, если его степень равна: 
а) 52; 6) 200; в) т? 
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353. Запишите множество, состоящее из коэффициентов мно- 
гочлена: 
а) —3х? — 2х +1; в) x10 — 1; 
6) х* — х* + 2x -2; г) 3. 


|354. | Найдите коэффициенты многочлена Rx® — 2kx + 3k, где 
x — переменная, а Е — некоторое число, если его значение: 
а) при x = 0 равно —6; в) при x = -1 равно —4; 
6) при x = 1 равно —6; г) при x = 2 равно 7. 


355. Известно, что значения многочленов x* - Зах? + 8ax+ 2 
и 2х1 - 4х3 — ах - 3a, где x — переменная, а — некоторое число, 
при х = 1 равны. Найдите а. 


356. Длина прямоугольника равна а м, а ширина 6 м. На 
сколько квадратных метров увеличится его площадь, если длину 
увеличить на 10 %, а ширину увеличить на 15 %? 


357. На прямоугольный лист картона, длина которого равна 
х см, а ширина у см, наклеили открытку. Длина открытки состав- 
ляет 80 % длины листа, а ширина — 70 % ширины листа. Чему 
равна площадь оставшейся части картона? 


358. Какова степень многочлена: 
а) 3х8 — x? — x8 + 6x -— 2х8 - 1; 
6) ху + 12х?у - 10хбу — 6 - 2х5у; 
в) 4x? — 2х? + 3 - 4x3 + 2х2; 
г) 2х — 2ху? + 21у- х-у+2ху? + 3; 
д) х?у — ху? — х?у + xy’; 
е) —х”у” + xn Ц +1 - gn 2ymt+24+ Бху — 5, гдеп, me М 
ип > 2,m> 2? 


359. Составьте многочлен с переменными а uD, степень KOTO- 
рого равна: 
а) 5; 6) 4; в) 2; г) 1. 


Подберите какие-либо значения т и п, при которых сте- 
пень многочлена х”у" — 14ху? - xy? + ху - 1 равна: 
а) 8; 6) 5; в) 4; г) 3. 


361. Даны многочлены: 
а) За? — 46 - а? + 11Ь - 128; 
6) 1,2a? — b+ 0,8a? - 1,6Ь + 3,65; 
в) 3,26 + 0,5а? — а? - 1,5a? + 2,86 -— 56: 
г) —6 — 7,56 + а? - 4a? + 5a? + 9,56. 
Выберите из них те, которые тождественно равны много- 
члену 2a? + 6. 
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362. При каком значении параметра а данные многочлены 
тождественно равны: 


а) 2х3 + 8x? — х +Ти ад? + 3х2 -х+1; 

6) хз + 3х? —- х аи ах? + 3х -х+1; 

в) (2a — 1)х? - (2a + 1) + Тиах? - (4a -1)x +1; 
г) х? — а*.х + 2аих? + ах - 2a? 


| | | | ’ Упражнения для повторения 


363. Автомобиль движется со скоростью а км/ч. Выразите его 
скорость в метрах в секунду. 


[364. | Бак кубической формы заполняется водой за 20 мин. 
Сколько потребуется времени, чтобы заполнить водой бак, име- 
ющий форму куба с ребром, вдвое большим? 


365. | На покраску куба израсходовали 79 г краски. Сколько 
краски потребуется, чтобы покрасить куб, ребро которого в четыре 
раза больше? 


| | | ) Контрольные вопросы и задания 


1. Сформулируйте определение многочлена. Приведите пример 
многочлена и назовите его члены. 


2. Какие члены многочлена называются подобными? 


3. Приведите пример многочлена с одной переменной и назо- 
вите его старший коэффициент, свободный член. Чему равно зна- 
чение многочлена с одной переменной, если значение переменной: 


а) равно 0; 6) равно 1? 


4. На примере многочлена 2a*x - (-Зах) - 4a°x? + х* объясните, 
как привести многочлен к стандартному виду. 


5. Что называется степенью многочлена? Определите степень 
многочлена: 


а) х?у — ху + 1; БЕ. 
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СУММА, РАЗНОСТЬ И ПРОИЗВЕДЕНИЕ 
§ 6. МНОГОЧЛЕНОВ 


13. У Сложение и вычитание 


многочленов 


Пусть требуется сложить многочлены аз — Та? - Ти 3За* - 
— а* +6. 

Составим их сумму: 

(аз — Та? - 1) + (За? - а? + 6). 

Из сочетательного свойства сложения следует: для того чтобы 
прибавить сумму, надо прибавить каждое слагаемое, входящее в 
эту сумму. Отсюда получается правило раскрытия скобок, перед 
которыми стоит знак «плюс»: 

‹ если перед скобками стоит знак «плюс», то скобки 
можно опустить, сохранив знак каждого слагаемого, за- 
ключеённого в скобки. 

Воспользовавшись этим правилом, раскроем скобки в состав- 
ленной сумме и приведём подобные члены полученного много- 
члена: 

(аз — Та? - 1) + (За? — а + 6) = 
= а3 — Та? — 1+ 3a’ - a? + 6 = 4а3 - 8a? + 5. 

Вычтем теперь из многочлена 56° —- b + 1 многочлен 
8b? + 3b — 6. 

Составим разность этих многочленов: 

(5b? — b+ 1) - (8b? + 3b — 6). 


Из свойств действий с числами следует: для того чтобы вычесть 
сумму, надо вычесть каждое слагаемое, входящее в эту сумму. 
Так как вычитание некоторого числа можно заменить прибавле- 
нием числа, ему противоположного, то вычитание суммы можно 
заменить прибавлением чисел, противоположных слагаемым. 
Отсюда получается правило раскрытия скобок, перед которыми 
стоит знак «минус»: 

‹ если перед скобками стоит знак «минус», то скобки мож- 
но опустить, изменив знак каждого слагаемого на противо- 
положный. 

Пользуясь этим правилом, раскроем скобки в составленной 
разности и приведём подобные члены полученного многочлена: 


(5b? — b + 1) - (8b? + 36 - 6) = 
= 5b°- b+ 1 - 8b? — 3b + 6 = —-3b? - 4b + 7. 


76 [nasa 3. Многочлены 


В рассмотренных примерах сумму и разность многочленов 
мы представили в виде многочленов. Вообще сумму или разность 
любых многочленов можно представить в виде многочлена. При 
этом степень получившегося многочлена будет не больше степени 
многочленов-слагаемых. 

Иногда требуется решить обратную задачу — предетавить 
многочлен в виде суммы или разности многочленов. При этом 
пользуются следующими правилами: 

. если перед скобками ставится знак «плюс», то члены, 
заключаемые в скобки, записываются с теми же знаками; 

e если перед скобками ставится знак «минус», то у всех 
членов, заключаемых в скобки, нужно изменить знак на про- 
тивоположный. 

Представим, например, многочлен 5х - зу + 1 в виде суммы 
двух слагаемых, одно из которых равно эх: 

5х — sy+1=5x+(-dy+ 1). 

Представим теперь TOT же многочлен в виде разности, в KOTO- 

рой уменьшаемое равно Dx: 


5x — зу +1=5х - (8y — 1). 


366. Преобразуйте в многочлен стандартного вида сумму и 
разность многочленов: 
а) 3х? - х+Тиж+х; 6) 2a - abu Заб + а. 
367. Преобразуйте в многочлен стандартного вида: 


а) 15а3 + (а* — 3a); 

6) 1258 — (56 + 1155); 

в) 5,2ab - (ab + 1,4); 

г) ~ab - (а? + ab) + (2ab - а"); 
д) 0,6х? + (0,4x2 — x) - (x? + x); 


e) 5a -(b- за) + (6 - са). 


368. Коллекция марок расклеена в четыре альбома. В пер- 
вом альбоме содержится а марок, во втором — втрое больше, 
чем в первом, и на 7 больше, чем в третьем, а в четвертом 
альбоме на 11 марок меньше, чем в третьем. Сколько марок в 
коллекции? 


[369. | Докажите, что сумма скорости движения парохода по 
течению реки и скорости против течения реки равна удвоенной 
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скорости движения парохода в стоячей воде, а их разность равна 
удвоенной скорости течения. 


370. Лыжники в первый день прошли а км, а в каждый из 
последующих дней проходили на 2 км больше, чем в предыдущий. 
Какое расстояние прошли лыжники за пять дней? 


371. Артель изготовила в январе а изделий, в феврале на 
5% больше, а в марте Ha 8 изделий меньше, чем в первые два 
месяца вместе. Сколько изделий изготовила артель в первом 
квартале? 


372. С одного участка собрали а кг картофеля, со второго на 
15% меньше, а с третьего на 40 кг меньше, чем с первых двух. 
Сколько картофеля собрали с трёх участков? 


373. Преобразуйте в многочлен стандартного вида: 
а) (2c +1) - (4 -с) + (12 - 5c); 
6) -(x* + x — 4) - (8x + 4) + (x? - 1); 
в) —(y’ + и) + (4y + у?) — 16y; 
г) (12ab — а?) — (11аь + a?) + (ab - 6,2a?). 


314. Замените М таким многочленом, чтобы полученное pa- 
венство было тождеством: 
а) М + (x? - и) = 2x74 3y - 1; 
6) М - (b? + 3bc) = 2b? + ¢; 
в) (а? — ab + 6?) - М = 2a? + 207. 


375. Упростите выражение: 
а) 5x? — (Bx? — (x? + x) + (2x - 1)); 
6) 4х — (-(2x - 1) + (x -4)) +1; 
в) 1 — (4ab? — (2a*b — ab) + (ab? + 2а?5) + ab). 


376. Пусть A = x? — 2xy + у, В = 2x? — у, С = x? - 3Зху. Уп- 
ростите выражение: 
а) А+В-С; 6) А - В+С; в) -А+В-С. 


377. Докажите, что тождественно равны выражения: 
а) (a? + 6? + с?) + (a? — 6? + с?) - (a? + BD? - c?) 
и а? — b? + 3с?; 
6) (a? — Б? - с) - (Заз — 25? + с) + (2а3 - b? + 2c) и 0. 


318. Какой многочлен надо прибавить к многочлену 
x? — 2х + 9, чтобы получить: 


а) 9; 6) x?; в) x2 — x; г) x? — 2х - 11? 
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379. Упростите выражение и найдите его значение: 


а) 6x? — (7х? — x) при x = 0,1; 

6) —(12х — 1) + (9х +4) прих = 11,2; 

в) (a? - а) - (За + a?) приа = 9,21; 

г) -(c? — 1) + (c? +e - 1) прис = 12,718. 


380. Упростите выражение: 


а) (8a? — ab - b’) - (-а? + b? - 4ab) + (4a? - 3ab + 26°); 
6) —(х° — x + х3) - (2х3 — 8x? + 4х) + (3х3 — 5х2 — x); 
в) —(ху - 1) + (12ху + x? - 4) - (xy + x? - 2); 

г) (а? - 0,5а — 1) - (1,5а + a + 2) + (0,5a? + 3). 


381. Найдите значение выражения 
(5a? — 2ab + 6?) - (а? + b) - (4a? - 5ab + 1), 
если: 
a)a =1,2,a+b = 6,2; 6)a=2,a+b=1. 


382. Найдите значение выражения 
—(x? — ху — 7) + (2x? + 2xy - 2) - (x? - 11), 
если: 
а) х = 1,7, х +у= 0,7; б) х = —1,5, х+у= 0.5. 


383. Докажите, что значение выражения не зависит от значе- 
ния переменной: 


а) —(х? + 8х - 1) + (4x? — x) - (Bx? - 9х + 16): 
6) (a? — 24а + 8) + (12а - а?) - (11 - 12а). 


384. Значения каких переменных надо знать, чтобы найти 
значение выражения: 


а) (12a? + 4а + 1) - (8a? + ab - 2) + (11а? - 3ab + 2); 
6) (15c? - с? + b) - (1063 + с?) + (1263 - 5c?)? 


385. Найдите трёхчлен стандартного вида, который надо при- 
бавить к сумме многочленов 
1,7a*b + ab — 53 + 4a и 66° + 8a2b - 2ab - 5a, 


чтобы получить выражение, значение которого не зависит от 6. 


386. Докажите, что 
а) сумма пяти последовательных нечётных чисел де- 
лится на 5; 
6) сумма шести последовательных чеётных чисел не де- 
лится на 12. 
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387. При каких целых значениях а, удовлетворяющих усло- 
вию |а| < 20, значение выражения 
(13n? + 5п + 4) - (п? + ап - 1) + (2n? - 5n +2) 
кратно 7 при любом целом п? 


388. Представьте в виде многочлена сумму чисел: 
а) ab и са; 6) abc, bea и cab. 


389. Представьте многочлен 12a? — а? + ба - 1: 
а) в виде суммы двух двучленов, один из которых 
12а3 + ба; 
6) в виде разности двух двучленов, в которой уменьшаемое 
равно 12а? - 1. 


390. Представьте многочлен 15х? — xy + 16у? - 6 в виде раз- 
ности двух многочленов, один из которых не содержит у. 


391. Представьте двумя способами многочлен 
аз — 5а? + Та - 1: 
а) в виде суммы двух двучленов; 
6) в виде разности одночлена и трёхчлена. 


392. Известно, что каждое из целых чисел а и Ob не делится 
на 7, а их сумма делится на 7. Делится ли на 7 число: 
a) 2а + b; 6) a — 5? 


| | | | | , Упражнения для повторения 


393. Задайте перечислением элементов множество А двузнач- 
ных натуральных чисел, оканчивающихся цифрой 3. Выделите 
из множества Д: 

а) подмножество В простых чисел; 

6) подмножество С чисел, кратных 3; 

в) подмножество К чисел, дающих при делении на 3 ос- 
таток 1. 


394. Для школьной библиотеки купили 64 учебника, из них 
34 учебника по алгебре, а остальные — по геометрии. Учебник по 
алгебре стоит а p., а учебник по геометрии Ha 6 р. дороже. Сколько 
денег уплатили за покупку? 


[395. | Из многочленов 1 + x? + x4, 5х6 — x? -— 1, x8 + x?, хе - 1, 
2х — x* выберите те, значения которых не изменяются при замене 
значения х на противоположное. 
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396. Выполните умножение одночленов: 
а) За? : (—-а“6?) : 1,5a?b?; в) 3х" *?: 0,2х5; 


6) -хиу: |1) - Oxty?; г) ~2a"*!-0,Ol1a. 


14. $ Умножение одночлена 
на многочлен 


Пусть требуется умножить одночлен 2а3 на многочлен 3а* - 
— 4a* + а. 

Составим произведение 2а3(За^“ - 4а? + а). 

Из распределительного свойства умножения следует: для 
того чтобы число умножить на сумму, надо умножить его на 
каждое слагаемое и результаты сложить. Воспользовавшись 
распределительным свойством умножения, преобразуем состав- 
ленное произведение: 


2а3(За“ — 4а? + а) = 2а3 : За^ — 2а3 : 4а? + 2а3 а = 
= 6a’ — 8а? + 2а*. 
При умножении одночлена на многочлен пользуются следую- 
щим правилом: 
‚ чтобы умножить одночлен на многочлен, надо умножить 


этот одночлен на каждый член многочлена и полученные про- 
изведения сложить. 


Распределительный закон умножения относительно сложения, 
на котором основано правило умножения одночлена на многочлен, 
древнегреческий математик Евклид в ПШ в. до н.э. доказывал 
на языке «геометрической алгебры»: если одна из сторон прямо- 
угольника является суммой нескольких отрезков, то площадь всего 
прямоугольника можно найти как сумму площадей его частей. 
Например, если а = а та, + а. — одна сторона прямоугольни- 
ка, 6 — его вторая сторона, то площадь прямоугольника равна 
аб = (а, +а, + а.)б =а6 + а,6 + a,b. Если считать а =а, +а, +а, 
многочленом, а 6 — одночленом, то мы получим правило умно- 
жения многочлена на одночлен. 

В рассмотренном примере мы представили произведение од- 
ночлена и многочлена в виде многочлена, Вообще произведение 
одночлена и многочлена всегда можно представить в виде много- 
члена. Причём степень произведения будет равна сумме степеней 
одночлена и данного многочлена. 

Пример 1. Умножим одночлен -3Зху на многочлен 
2х?у + 4xy? - 1. 
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Имеем: 
—8xy - (2х?у + 4ху? — 1) = -3ху : 2х?у + (-3ху) + 4xy? + 
+ (3Зху) : (-1) = —6х3у? — 12х2уз + 3ху. 
Запись можно вести короче, не выписывая промежуточные 
результаты: 
—3ху - (2х2у + 4ху? — 1) = -6х3у? - 12x’y? + 3ху. 
Пример 2. Упростим выражение 
4а(2а + 5) + 2а(За - 1) - 1,5a(2a - 4). 
Каждое из произведений преобразуем в многочлен и сложим 
полученные многочлены: 
4а(2а + 5) + 2а(За - 1) - 1,5a(2a - 4) = 
= 8a? + 20а + 6a? - 2a - 3a? + ба = 11а? + 24а. 


397. Упростите выражение: 
а) 5(2 — а) - 4(8a + 1); 
6) 18(6 - 3) + 6(3b + 1); 
в) 1,1(1 -х) + 1,2(1 + x); 
г) бр — 2(p + 1) + 4(—p - 8); 
д) —2 + 3(3с — 2) — 2(c — 1); 
e) —1,бу - 0,3(y + 4) + 0,4(2y - 1). 


398. Упростите выражение и найдите ero значение: 
а) 3(5х - 1) - 14(х + 8) при x = 172; 
6) 15а — 3(2a - 1) + Aa - 2) приа = -3; 
в) —116 + 5(26 — 1) - 6(6 + 2) при db = -4; 
г) 12(3с — 1) - 35с + 4(c + 6) при с = -0,2. 
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Рис. 6 
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399. Составьте два выражения 
для вычисления площади фигуры, 
изображенной на рисунке 6, и 
докажите, что они тождественно 
равны. 


400. В однокомнатной квартире 
длина комнаты на 1,6 м больше 
ширины, а площадь остальных по- 
мещений составляет 75% площади 
комнаты. Какова общая площадь 
квартиры, если длина комнаты 
равна а м? 


401. Велосипедист ехал в гору со скоростью 12 км/ч, под 
гору — со скоростью 18 км/ч, а по ровной местности — со ско- 
ростью 15 км/ч. На путь в гору он затратил В ч, на путь под 
гору — на 1 ч 20 мин больше, чем в гору, а на путь по ровной 
местности — в 1,2 раза больше, чем на путь в гору и под гору 
вместе. Найдите длину маршрута велосипедиста. 


402. Представьте в виде многочлена: 


403. 


404. 


а) 3ab(a + 6); 
6) —а? (а? - b?); 


в) (x? + 2ху)  (-ху); 


г) (ab + a — b)> 3a°b; 
д) -0,5х?у?(2х + 2y — 1); 


е) (-a? — баб + 6?) - [ов 


Выполните умножение: 


а) 2а?(-За + 4b); 
6) -0,5xy(x* + у"); 


в) (8c — 6b) - (-0,5bc); 
г) (-2а26 + 3ab - Та) : (-ab); 


д) —x(x° — x* + 1); 


1 
е) (3y° + у" — бу). (27) 
Выполните умножение: 
а) —0,2х(х* — 1,6х3 + 2,3x)x?; 


6) = ab (0,84? ~ 1,2ab + 1)a?; 


1 
B) ~ 9 (0,5a%b" — аб + 


0,9) (-а5); 


г) ~b%(-0,30% — 0,4ab + 1) > = aB*. 
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405. 


406. 


407. 


Представьте выражение в виде многочлена: 
а) —0,2x(x* — x(1,6x? - 2,3))х?; 


6) jab 0,34" = L2( ap = =) at 
3 6 
в) -=a(0, Bab(ab — 2) + 0,9)(-b); 
г) —b*(-0,lab(3a -— 4) + 1): ваза. 


Представьте в виде многочлена: 
а) 4x"y(8x — 2y"); в) (14a"b — 7ab"*!). [—Z.ab" }; 


6) Е ab — 5аь" |(-18ab); г) 44а" [+ a"b" — Fab). 


Замените знак * одночленом так, чтобы полученное pa- 


венство было тождеством: 


408. 


409. 


а) * : (a? + 2ab) = 1,Таз + 3,4a7b; 

6) (0,Зах - 0,la*x + а) : * = 0,ба?х? — 0,2а3х? + *; 
в) * + (10a* + 15a? + 20a?) = * + * + 200а8; 

г) (0,3ax + а?х + аз) - * = 0,8a°x8§ + * 4+ *, 


Упростите выражение, если п > 1: 


а) [о,за” _ та — 0,2а"-1 - 24а” - 


- ва" [ба - а" +0 За" "1 } 


1 


_11 п-1 _ Ърп _ 3), i ae 
6) ( 116": - 15 60° | 0,96 


п 7 n n+l 1 Z 
_0, _ —_ = ]— | 
0,85" b b b 


Упростите выражение: 

а) 12р? + 5p(1 - 1p); 

6) За? - 2a(1 + 2а?); 

в) —15у° — Зи(1 - 5y”); 

г) бт(тз — n*) - 1,2т*; 

д) ба(а - 1) - 2а2(3 - а); 

е) бр(5р* + р) + 15p*(2 - р); 
ж) -Зт(т + п?) + т(Зт - п7); 
3) 2y(y* — x) — 2x(x? - у). 
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410. 


411. 


412. 


413. 


414, 
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Упростите выражение: 

а) 9m? — 2т(т - 3) + Tm(1 -— т); 

6) 5а* — 8а*(а — 3) + (a? + 5a) : 5а?; 

в) —2x3(3 + 16x?) - (x? +4). 3х3 + (7x — 1) - 5x’; 

г) -12,5y + (-y? + 292 -5). (-2,5y) - 2,5y - y’. 

При каких значениях переменной верно равенство: 
а) 3х(1 — 2х) + 2x(8x - 1) = -4; 

6) 4х(Зх + 2) — 3x(4x + 3) = 12; 

в) 2x°(2 — 3х?) - 3х7(4 - 2x?) = -8; 

г) -3х(3 — 2х - 4x7) + 4x(2,25 -х - 3х7) = -3? 


Вычислите значение выражения: 


а) 5(0,16х? — 0,9х + 2,4) - 4(0,2x? + 1,5х - 1) 
при x = 42; 

6) 3(1,6a? — 0,5а + 1,4) - 4(1,2a? + 0,6a + 0,3) 
при а = -80. 


Найдите значение выражения: 
а) [а р +] ‚ Gab — трата + +] 
2 3 3 6 
при а = -1,8; b = -0,3; 
1 ‘3 
6) —4ху Sy = 1 + 8x? (ay = 2| 
2 4 
при x = ры Е 
р 4? у . 


Из данных выражений выберите те, значения которых 


не зависят от а: 


415. 


а) 12а(а + 4) - За(4а — 1) - 50(а + 2) -а; 

6) 9a(4b + 1) — 12ab(3 - а) — 3a(4ab + 3) +8; 
в) —a(6x? + а) + 2a(a + 3х?) - а(а + 1) - (2 - a); 
г) За(а - x) — 2a(4a + x) - ба(а - х) + 3х. 


Докажите, что данное равенство является тождеством: 


a) 3(2а — b) - 4(а - 3b) - (а + 3b) = a + 65; 
6) —-5а(За - 1) + ба(а + 1) - а(1 - 9а) = 10а. 
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416. Не выполняя умножения, найдите степень многочлена и 
его старший коэффициент: 
а) —-3х2(4х8 — 2x° + 3x); 
6) 5x19°(12x%79 -— 15х10 - 18x +1); 
в) (-х?" — 2x" + 3) : 4х"; 
г) ((т + 3) x™t+ 38) + (mx™ + (т - Lem > +... + 
+ 2х? + х), гдете М, т > 4. 


417. При каких значениях параметра Ё коэффициент: 
а) при х? в стандартном виде многочлена, тождественно 
равного выражению (k + Т1)х? + (8x? - 4kx - 2), равен 4; 
6) при хз в стандартном виде многочлена, тождественно 
равного выражению kx? : (2х? - kx + 3), равен —4? 


418. При каком значении параметра а многочлен 2x? + Зах? — 
— ах - 1 при х =Тих = -1 принимает одинаковые значения? 


419. При каком значении k, где ЁЕ N, сумма коэффициентов 
многочлена, тождественно равного выражению x(x? + kx + 1) - 
— Зх(х - 2), равна: 

а) 0; 6) 5; в) —4Е? 


420. Замените п каким-либо натуральным числом так, чтобы 
при любом х Е М значение выражения: 


а) 3x(x? — 5х2 — 1) — 11х2(х? —- х + 8) - 5(х - П +пде- 
лилось на 4; 

6) хб(х — 1) - x(x? - х-2)- 10(х5 +1 +п при делении 
на 6 давало остаток 1. 


421. В выборке 4; 4; 5; 6; 6; 6; 7; 7; 8 одна варианта пропуще- 
на. Найдите ee, если: 
а) среднее арифметическое выборки равно 5,8; 
6) размах выборки равен 5; 
в) выборка имеет две моды и её среднее арифметическое 
выражается целым числом. 


422. Вычислите: 


1 1 5 1 
a) 7,2 (4 | +84. 6) 2 - 0,36 ~ т - 0,14. 
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423. Для школьной столовой купили 105 тарелок, из них 
35 глубоких, а остальные — мелкие. Глубокая тарелка стоит 
ар., а мелкая на 20% дешевле. Сколько денег уплатили за по- 
купку? 


424. Найдите значение выражения: 


3. 74 P 22° — 33° 
35° year В) yar 





а) ° 


9 


425. Упростите выражение: 
1 
a) - 5 26° - (3435); 6) = xy - (22). 


426. Каждый из одночленов 6a%b, —12а?6*, 3ab представь- 
те в виде произведения двух множителей, один из которых 
равен 3ab. 


15. у Умножение многочлена 
на многочлен 


Пусть требуется умножить многочлен а + 6 на многочлен с + 4. 
Составим произведение этих многочленов: 


(a + 6)(е + а). 


Обозначим двучлен а + 6 буквой х и воспользуемся правилом 
умножения одночлена на многочлен: 


(а + Б)(с + а) = х(с + 4) = xc + ха. 


В выражение xc + xd подставим вместо х многочлен а + В 
и снова воспользуемся правилом умножения одночлена на 
многочлен: 


xe + ха = (а + Вс + (a+ Ва = ac + bce + ad + bd. 


Итак, 
(a + 6)(с + а) = ac + bc + ad + bd. 
Этот же результат для положи- 
4 тельных а, 6, с, а можно увидеть на 
рисунке 7, интерпретируя, вслед 3a 
Евклидом, произведение двучленов 
се Как площадь прямоугольника. 
Произведение (а + 6)(с + а) мы 
а b представили в виде многочлена act 


+ bec + ad + Ва. Этот многочлен явля- 
Рис. 7 ется суммой всех одночленов, которые 
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получаются при умножении каждого члена многочлена а + 6 на 
каждый член многочлена с + 4. 
Мы пришли к следующему правилу: 


‚ чтобы умножить многочлен на многочлен, надо каждый 
член одного многочлена умножить на каждый член другого 
многочлена и полученные произведения сложить. 


При умножении многочлена а + 6 на многочлен c + d MBI 
снова получили многочлен. Вообще произведение двух любых 
многочленов можно представить в виде многочлена. При этом 
если многочлен, содержащий т членов, умножается на многочлен, 
содержащий п членов, то в произведении получается многочлен, 
состоящий из тп членов (до приведения подобных членов). Этим 
удобно пользоваться для самоконтроля. 


Пример 1. Умножим 3a? — 4ab + b* на многочлен 2а - 6. 

Составим произведение этих многочленов и преобразуем его в 
многочлен, умножая каждый член первого многочлена на каждый 
член второго. Получим: 


(За? — 4ab + b*)- (2а- b) = 
= 3a’: 2a - 4ab - 2a + b*: 2a + За? - (-5) + (—4ab)(—b) + Б? - (-b) = 
= ба? — 8a*b + 2ab? — 3ab + 4ab? - b? = 
= ба? — 1la’*b + баб? — №. 
Обычно используют более краткую запись: 
(3a? — 4ab + 52) : (2a — b) = ба? - 8a7b + 2ab* - За? + 4ab? — в = 
= баз — 11а?6 + баб? — b’. 


Умножение многочленов можно выполнять в столбик. 





Евклид (около 365 — около 300 rr. 
до н.э.), древнегреческий математик, 
автор самого известного математичес- 
кого сочинения — «Начала». С гравюры 
ХМ в. 
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Например, 


За? — 4ab + b? 
s 2a —b 


—3a’b + 4ab? - b? 
баз — 8a*b + 2ab? 
баз — 1la*b + баб? — В 


Из приведённого примера можно сделать полезный вывод: CTe- 
пень произведения многочленов равна сумме степеней многочле- 
нов-множителей. Действительно, первый множитель — многочлен 
степени 2, второй — двучлен степени 1, а их произведение — мно- 
гочлен степени 2 + 1 = 3. 

Рассмотрим пример умножения двух многочленов с одной 
переменной. 


Пример 2. Представим в виде многочлена стандартного 
вида произведение многочленов 2х? — 8x +Тибх +4. 


(2x? — 3x + 1)(5x + 4) = 10x? + 8х? - 15х? - 12х + 5х+4= 
= 10x3 - 7х? - Tx + 4. 


Старшие коэффициенты многочленов-множителей равны 2 
MO, а старший коэффициент произведения равен 10. Свободные 
члены многочленов-множителей равны 1 и 4, а свободный член 
произведения многочленов равен 4. Легко видеть, что старший 
коэффициент произведения многочленов равен произведению 
старших коэффициентов множителей. Аналогично, свободный 
член произведения многочленов равен произведению свободных 
членов многочленов-множителей. 


Пример 3. Упростим выражение 
(8x — 4)(2х + 1) - (x - 2) (6х + 3). 
Умножим многочлен 3x - 4 на многочлен 2х + 1, а многочлен 
x -2 — на многочлен 6x + 3 и вычтем из первого произведения 
второе: 
(38x — 4)(2х + 1) - (x - 2)(6x + 3) = 
= (6x? — 8х + 3х - 4) - (6x? + 3х - 12x - 6) = 
= 6x? — 8х + 8x — 4 - 6x? -— Зх + 12х +6 =4х+2. 
Запись можно вести короче, сразу раскрывая скобки: 
(8x - 4)(2х + 1) - (x - 2)(6х + 3) = 
= 6x? — 8х + Зх -4- 6x? — Зх + 12х +6 =4х + 2. 


Пример 4. Докажем, что при любом п Е М значение выра- 
жения (п + 8)(п - 4) - (п + 2)(п - 16) делится на 18. 
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Преобразуем данное выражение: 
(п + 8)(n - 4) - (п + 2)(n - 16) = 
= n* + 8n - 4n - 32 - п? - 2п + 16n + 32 = 18п. 

При любом п Е N произведение 18п делится на 18, а следова- 
тельно, делится на 18 и значение заданного выражения. 

Пример 5. Докажем тождество: 

(a? + 63 + сз + 8абе)(а? + 6? + c® - Tabc) - 
— (a? + BF + с3) (аз + ЬЗ + с3 + abc) = —56a*b*c’. 

Для доказательства тождества надо преобразовать его левую 
часть. Преобразования можно существенно упростить, если заме- 
тить, что в ней переменные да, 6 и с встречаются только в выраже- 
ниях a? + b? + с3 и abc. Введём новые переменные: x = a? + 63 + с3, 
у =абс и упростим получившееся выражение: 

(x + Ву)(х — Ту) — x(x + y) = 
= x2 + 8ху - Txy - 56y? — x? - xy = —56y’. 
Так как у = abc, To —56у? = —56а?62с?. Тождество доказано. 


427, Определите степень, старший коэффициент и свободный 
член многочлена, тождественно равного произведению: 
а) (-2х3 — 3х? +х- 1 (3х? -х-2); 
6) (х° - 5)(-2х8 — хз + 3); 
в) (2x" — Bx" 1+... + 2х + 3)(-х" + xt - ма... + 


+x+1). 

428. Выполните умножение: 

а) (х + 4)(х + 2); г) (2у — 2)(4 — у}; 

6) (а — 1)(а + 3); д) (2a + 1)(За - 2); 

в) (-3 — х)(х + 1); e) (5a — b)(4a + Db). 
429. Представьте в виде многочлена: 

а) —(а + 4)(а - 2); в) —(За +b)(a — b); 

6) -(2x + 8)(х + 1); г) -(x — 2y)(x - Зи). 
430. Преобразуйте в многочлен: 

a) (x? + y)(x? - у); г) (x* — 3y)(x + 2y’); 

6) (а° — 2b)(a - 46°); д) —(а — 46)(а? — 65°); 


в) (3a? — 1)(6a? + 2); е) —(За? — 2b’)(2b? + 3a’). 


431. Выполните умножение: 
а) (х” + 3)(х" - 3); 
6) (а” + 6")(а" - 5"); 
в) (а! + а”)(а - 1), гдеп > 1; 
г) (x"~? — х”)(х? + 1), rgen > 2. 
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432. Выполните умножение многочлена в столбик: 


433. 


а) (x? + x + 2)(х — 5); г) (2p — 1)(p* — 2p + 1); 
6) (2? -a+ 1)\(a - 2); д) (x? + 2ху — y’\(x + y); 
в) (b — 4)(b? — b + 1); е) (2a — b)(a? - 3ab - b?). 


Выполните умножение и найдите сумму коэффициентов 


многочлена, тождественно равного произведению. 


434. 


435. 


436. 


437. 


а) (а? -а + 1)(а + 1); 

6) (x — 2)(x* + 2x + 4); 

в) (a — 1)(аз + a*+a+1); 

Г) (x° — xt + x? - x7 4+ x - 1)(x + 1). 


Преобразуйте в многочлен: 
а) (а? -а + 2) (а? + 2а - 1); 6) (3-х + x?)(x? - Зх + 2). 


Представьте в виде многочлена: 
а) —(х + 2)(8x7 -х+ 1); в) 2а(а — 2)(a* - За + 1); 
6) -(6a? — а + 2)(a - 2); г) —b(b + 4)(b? — 4b + 16). 


Преобразуйте в многочлен: 
а) (а + 1)(а - 2)(a + 3); 6) (x — 2)(x — 3)(x + 4). 


Замените степень произведением и преобразуйте это про- 


изведение в многочлен. 


438. 


439. 


440. 


а) (6 + 4)’; 6) (а + 3); в) (x - 1). 


Упростите выражение: 

a) (2a — 4)(3a + 1) - ба?; 
6) (6x + 5)(6x + 8) — 78x; 
в) 12а? — (За + 1)(4a - 2); 
г) 17ab — (а + 2b)(b + 8a); 
д) (x — Зи)(х + и) + Зи; 
е) 653 — (36? + 1)(2b — 1). 


Преобразуйте в многочлен: 

а) (5х — 1)(2х + 2) - 10(x? - 4); 
6) 12а(а - 2) - (За + 1)(4a - 1); 
в) ба(а + 6) - (2a + 3)(a + 1); 
г) -7(2y - 1) + (Зи + 2)(y + 4). 


Найдите, при каких значениях переменной х значение 


выражения: 


а) (4х - 1)(2 - 3х) - 2x(5 - 6х) равно 2; 

6) 5x(38x + 4) — (bx + 2)(3x - 4) равно 2; 

в) (3 — х)(2 - 3х) — (x + 2)(3х - 4) равно 1; 

г) (5х + 1)(2х - 3) - (8x + 1)(8x - 2) — x(x + 1) равно 0. 
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441. 


442. 


443. 


444. 


445. 


446. 


Упростите выражение: 
а) 2,4(x? — 1) - (0,6x - 1 (4х + 1); 
6) 0,12а(а - 2) — (0,3a + 1)(0,4a - 1); 


1 1 1 
в) ao + 6) - [1 + 3|(20 _ 1} 


r) — (99? — 1) + By + 6) - D. 


Упростите выражение: 

а) 24(x* — 1) - (6х - 1 (4х + 1); 
6) (ба + 2)(26 - 1) — 2(1 + баб}; 
в) —3(a — 6) + (За — 1)(a + 4); 
г) (4a — 1)(66 + 1) - 3а(86 + 2). 


Найдите значение выражения: 
а) 12х? - (3х + 4) (4х - 1) при x = 0,02; 


1 
6) —-14а + (4a - 1)(3 - 2а) приа = 4. 


Преобразуйте в многочлен: 

а) (37" + 3" — 1)(3" - 1) + 263" - 1); 

6) (5" + 1)(57 — 5" + 1) - 53"; 

В ЕЕ ОЕВ 
г) (23”" + 4" + 2" + 1)(2"- 1+1. 


Докажите, что значение выражения не зависит от а: 
а) (a — 6)(а + 9) - (a - 4)(a + 7); 
6) а* — (а? + 8)(а? — 8). 


Даны выражения: 

а) (а + 2)(а + 18) + (а - 12)(a - 8); 
6) (а — 2)(a - 4) + а(а + 6); 

в) (а — э)(а + 6) - (а- 10) + 11); 
г) (a? + 5)(а* - 4) + 2a(a* + 1). 


Выберите те из них, которые при любых значениях а прини- 
мают положительные значения. 


447. 


Докажите, что при любом п Е №: 


а) значение выражения (п — 1) (п + 12) - п — З/п + 4) 
кратно 10; 

6) значение выражения (п + 5)(п — 6) — (п — 2)(n + 15) 
кратно 14. 
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448. Докажите, что при любых целых т и п делится на 8 
значение выражения: 
а) (т + 2п —1)(m + 2n + 9) - (т - 2п + 1)(m - 2п - 9); 
6) (2т + п - 3)(2т +п+ 0 - @т -п+3)@2т-птп- 1. 


449. Замените т, если возможно, каким-либо целым числом 
так, чтобы значение выражения 
(За — 16а - 3) - 43а + Па - П +т: 
а) делилось на 3 при любом целом а; 
6) не делилось на 3 ни при каком целом а; 
в) делилось на 3 только при некоторых целых а. 


450. Одно из двух натуральных чисел при делении на 7 даёт 
остаток 2, а другое — остаток 5. Какой остаток получится при 
делении на 7 удвоенного произведения этих чисел? 


451. Одно из двух натуральных чисел при делении на 5 даёт 
остаток 4, а другое — остаток 3. Какой остаток получится при 
делении на 5 произведения суммы и разности этих чисел? 


452. Упростите выражение, используя введение новых пере- 
менных: 
а) (a? + 6? — 5ab)(a? + 6? - ab) - (а? + b?)(a? + b? - баб); 
6) (x* + у’ + р" - Apxy)(x? + y? + p? + Зрху) — 
— (x? + + p*\(x? + ур” - рху). 
453. Докажите тождество: 
а) (x* + y*)(x* + y* — 2ху) — (x* + y* — бху) (хм + м + 
+ 4ху) = 24х?у?; 
6) (a? + ab + 1)(8a? + 2ab) - (8a? - ab + 1)(a®? + 2ab) = 
= 2а3 + 4a?b?. 


| | | | ) Упражнения для повторения 


454. Вычислите: 


а) 4,16 | - 5,04 | 20,5: 


6) -[3.18 | - Z 4,16 + 10,3. 


455. Книга сначала подорожала на 15%, a затем подешевела 
на 15%. Как изменилась цена книги? 

Из данных ответов выберите верный: осталась той же; умень- 
шилась; увеличилась. 
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456. Пользуясь таблицей квадратов двузначных чисел, вычис- 
лите значение выражения: 


а) 3.7; 6)-2-94; в) 8*- 1076; г) 64 - 232. 


457. Представьте выражение в виде куба одночлена: 
1 
а) 64а°5°; —6)-0,008а1?63; в) 8 а3"6!°; г) -а3"6 8". 


458. Представьте каждый из одночленов 4х3уб, 12ху?, —6x7y, 
—2ху в виде произведения одночленов, один из которых равен 
2ху. 


| | | | | | ) Контрольные вопросы и задания 


1. Сформулируйте правило раскрытия скобок: 

а) перед которыми стоит знак «плюс»; 

6) перед которыми стоит знак «минус». 
Упростите выражение (Za +6) + (a — b) - (8a -65). 


2. Сформулируйте правило заключения в скобки. В многочлене 
at + За? — 2а + 3 заключите два последних члена в скобки, поставив 
перед скобками: а) знак «плюс»; 6) знак «минус». 


3. Сформулируйте правило умножения одночлена на мно- 
гочлен. Умножьте одночлен 2a2b на многочлен а? - аб + 6. 


4. Сформулируйте правило умножения многочленов. Выпол- 
ните умножение многочлена 2x? + 3х - 1 на двучлен 4х - 3. Чему 
равны степень, старший коэффициент и свободный член произве- 
дения этих многочленов? 


| | | | | у Дополнительные упражнения 


к главе 3 
К параграфу 5 


1 
459. Найдите значение многочлена 3 аз — баб + 9b? при: 


а) а = -3, 6 = 
б) а = 0,9, 6 = -0,1. 
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460. С помощью калькулятора вычислите значение многочлена: 
а) 13х* — 27x? + 2,67 при x = 2,4; 
6) 1,2х3 - 1,1х? + 0,8x = 1,51 при x = 1,7. 


461. Сумму $, последовательных натуральных чисел от 1 до п 
i 1 
включительно можно вычислить по формуле $, = a + oo Ис- 


пользуя эту формулу, найдите сумму всех натуральных чисел: 


а) от 1 до 50 включительно; 
6) от 51 до 150 включительно; 
в} от 201 до 400 включительно. 


462. Расположите многочлен 
Sax’ — 2а2х3 — бах? — 4 - a®x: 
a) по убывающим степеням переменной а; 
6) по возрастающим степеням переменной XxX. 


463. Даны многочлены: 


a) x4 + Зи“ + х?у? + 8; г) a® + 6° + 18; 
6) За* + 4; д) ху? + ху + 1; 
в) х8 + x8 + x4 + x? е) а* + 46°. 


Выберите из них те, которые принимают положительные зна- 
чения при всех значениях переменных. 


464. Приведите многочлен к стандартному виду и найдите его 
значение при а = -2, b= 11: 


1 2 1 
а) зааб + аз6 + 3 a°b - 5 a°b — a*b; 


1 
6) 4 a*b* - 0,3ab - © aa! + 5 ath! + 2,3ab. 


465. В многочлене 5x4 + x? — x? + 8x - 1 замените х Ha: 


a) 3x; 6) —х; в) а; г) —2a. 
Приведите полученный многочлен к стандартному виду. 


466. Приведите к стандартному виду многочлен: 


а) 5а” - 0,2a" - Та" *1 — а" - Та" +1; 
3 6 
6) _ 1 хльа — Шут 4 дин? — hyn 4 ди, 


7 3 14 9 
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467. Даны многочлены: 
а) 12х?у — ху - 8х?у - ху + ху- у; 
6) 6x*y - 4y - х3Зу - Зх?у + x®y + Зи; 
в) Зх“у — Зх?у — xty + у- 2y — Axty; 
г) х?у + 5х?у — ху? + 4ху? -у- 38x*y - 3xy’. 
Выберите из них те, которые тождественно равны двучлену 
3x7y - у. 
468. Даны выражения: 


] 
а) 5a°b? . = ab? + 2; в) (3a7b7)? - 9% + 2; 


6) 2 + (-2ab)? - [ab г) 2 + (—2ab)? - (—ab)?. 
Какие из них тождественно равны двучлену a°b° + 2? 


469. Какова степень многочлена: 
а) x? — 8x5y3 + y® + 3x5y3 — 4x?; 
6) а°6 — 26° — 1,5a°% + 0,5a% - a’; 
в) 7x*y? — 2х3у? — x5y® + x5y® — Зхиу; 
г) 12bc? — 26263 + ct — bt + 263с3? 
470. Замените знак * каким-либо одночленом так, чтобы по- 
лучился многочлен четвёртой степени: 
а) * + 4x* + 3x3 - x? - 106; 
6) 5х? — *+ 12^х1 — x3 + x; 
в) х + * +4“ - хз -— 3х? - 1; 
г) 13х2 + * - 2x5 — x* + 4х +21. 
471. В многочлене х”у" — хуз + х2у? — ху + 1 замените показате- 
ли т и п натуральными числами так, чтобы получился многочлен: 
а) птестой степени; 


6) пятой степени; 
в) седьмой степени. 


472. Подберите, если возможно, какие-либо значения т ип, 
при которых степень многочлена За"б" — atb + 2а3Ь — ab + 1 равна: 


а) 6; 6) 5; в) 7; г) 8. 
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473. Найдите сумму и разность многочленов: 


а) 5х? — х* + 8x2 + хил“ + 8x? - 2х+1; 
6) 12а? — 66 - 7c + du 38a? + 26 + 4c —а. 


474. Выражение М = А - (В + С) представьте в виде многочлена, 
если 
А = -0,5х2у3 + 1,5х3у? - 28, 
В = 0,4x7y? - 0,38x%y? - 24, 
С = 3,1х2у3 - 2,2x%y? - 35. 


475. Выражение P = (А - В) + (С - О) представьте в виде 
многочлена, если 
А = 3,5а? - 2,46? + 1, С = а? - 0,46? - 4,8, 
В = -0,6a? + 2,36? — 2,6, р = 8a? + 0,66? + 8,2. 


476. Замените М многочленом так, чтобы полученное равен- 
ство было тождеством: 
а) М + (2x? + x) = 8x? -х+1; 
6) (За* - а) + М = 5a‘ - ба; 
в) М - (x? + x”) = 3х2 + 1: 
г) М - (За* — а) = 5а* + ба + 1; 
д) (а + a) - М = 2а8-а+9; 
е) (2x* - 3х3) - М = ж + 53. 


477. Какой многочлен надо прибавить к многочлену 
3х3 + 2x? — x + 6, чтобы получить: 


а) 3х3; 6) x’; в) х + 6; г) 3x? + 2х2? 


478. Какой многочлен надо вычесть из многочлена 
5x? — 6x? + х - 1, чтобы получить: 


а) 5х3; 6) 5x? + x; B) 3x; r) 6? 


479. Представьте многочлен в виде суммы или разности дву- 
членов с положительными коэффициентами: 
a) 6x? — 6x? -х+1; Bye a ae a 
6) x* + хз + 3x? + 8: Аа 9. 


480. Представьте трёхчлен в виде суммы двучленов, каждый 
из которых содержит член вида ах, где а — некоторое число: 
а) х? + 8х +1; в) x? + 5х - 11; 
6) x? — 6x - 8; г) х? +х - 31. 
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Если из двузначного числа вычесть двузначное число, 
записанное теми же цифрами, взятыми в обратном порядке, то 
разность будет равна 72. Найдите это двузначное число. 

482. Представьте числа в виде многочленов и упростите полу- 
ченное выражение: 


а) ab + БОа; В) Sab - abs; 
6) 5ху _ ху; г) аб0с - cbOa. 


483. Преобразуйте в многочлен: 
а) a"b"(a®b* — a®b - 3); 
6) —2x"y(—x°y® + ху? — xy); 
в) (35° + 1565с + ct) : (-0,16"с); 


г) | - sry! + xy" + г] -(-15x"y"). 


484. В январе бригада изготовляла ежедневно а изделий, в 
феврале — на 20% больше, чем в январе, и на 6 изделий меньше, 
чем в марте. Сколько изделий изготовила бригада за первый квар- 
тал, если в январе было 19 рабочих дней, в феврале — 20 рабочих 
дней, а в марте — 25? 


485. Магазин в первый месяц продал 35 курток, а во второй — 
на 15 курток больше. Найдите выручку магазина за два месяца, 
если известно, что в первый месяц куртки продавали по цене а р., 
а во второй месяц цена возросла на 10%. 


486. Замените выражение тождественно равным многочленом: 
а) 18 — 7(2 — т) + 3(1 - 2т); 
6) 5р(р + 1) - p*(5 + p) +р?; 
в) —0,6x(x + 0,3) - (0,4x + 1) : (-х); 
г) 7(b? + 8b - 1) + 6+4): (-ТЬ). 
487. Упростите выражение: 
а) (2х2)? — х3(1 — x); 


3 
6) Ga + ote? 2 1}; 
3 27 


в) (0,2x*)? — 0,1x7(0,3x4 - 1); 


12 1 
Г) |1) - тов to + 256). 
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Упростите выражение: 


а) -x-(1-(1-(1-... (1 — x)...))), где единица написана 
10 раз; 

6) -x-(1-(1-(1-... (1 — x)...))), где единица написана 
101 раз. 


489. Объясните суть числового фокуса: если двузначное чис- 
ло умножить на себя, вычесть из него 81, полученный результат 
разделить на задуманное число, увеличенное на 9, а к частному 
прибавить 9, то получится задуманное число. 


490. Докажите, что при всех а и 6 значение выражения 
За? + а(а - 4b) - 2a(6 - 2b) + 12а + 1 является положительным 
числом. 


491. Представьте в виде многочлена: 
а) (а + 3)(a + 4)(а + 5); в) (y 2)(у — 2)(y + 4); 
6) (x — 1)(х - 8)(х + 6); г) (р- 5)(р + ПФ + 2). 


[492. | Пусть т — сумма коэффициентов при чётных степенях, 
п — сумма коэффициентов при нечётных степенях многочлена, 
тождественно равного произведению 
(x? — 2х - 3)(-2х? + 8x -1. 
m+n т-п 


Найдите и ; 
. 2 2 


493. Замените степень произведением и преобразуйте его в 
многочлен стандартного вида: 


а) (x + 1); 6) (а — 6)’; в) (x + у)"; г) (a — 5). 
494. Цокажите, что каждое из выражений 
(а + b)(a® - a2b + ab? - b’) и (а — В(а? + a*b + аб? + 63) 
тождественно равно a4 — В\. 








495. Докажите, что при любом значении Db: 
а) выражение (6 — 4)(2b + 1) + 7(6 + 1) принимает поло- 
жительное значение; 
6) выражение 56(2 - 6) - (6 + 1) + 9) принимает отри- 
цательное значение. 


496. Докажите, что не зависит от а значение выражения 
(7,5a — 2b)(2a + 4b) - 15а(а + 2b) + 4ab. 


497. Найдите значение выражения 


0; i. 


(9a? — 15а + 25)(3a + 5) - 9a2(3a - 1) приа = - - 


2 
3° 
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498. Упростите выражение: 
а) (а + 2)(а + 2)(а + 4) - а(а? + 20); 
6) (x + З)(х + 4)(х - 4) - x(x? + х- 16); 
в) х?(2 — x) + (x + 1(х + 1х - 4); 
г) а(а? — 7) - (а+ 1) (а + 2)(а - 3). 


499. Зависит ли от а значение выражения: 
а) (а? — 5a + 4)(2a + 3) - (2a? - а- 10)(a - 3); 
6) (а - 1)(а* +а+ 1) - (а+ 1\(a?-a+1); 
в) (а + 1)(a — 1) (а - 2) - а(а* - 2а-1); 
г) (а + 2)(а - 2)(а + 1) - (a? + Па - 4)? 


500. Докажите, что являются тождественно равными выра- 
жения: 
а) (x + а)(х — 6)(х - © и x? +(a-b-c)x? + 
+ (-ab — ас + be)x + абс; 
6) а +6 + х(а -6 -х) и (а- bat bd) - х(26 + x); 
в) (а +х + у(а+х-у+уиу? и (at x)’. 





(4, УРАВНЕНИЯ 


В этой главе рассматривается традиционный для курса алгебры 
материал: уравнение и его корни, преобразования, приводящие к 
уравнению, равносильному данному, область допустимых значе- 
ний переменной; большое внимание уделяется самым простым из 
полиномиальных уравнений — линейным уравнениям, а также 
задачам, решающимся с помощью линейных уравнений. 


Sf. 4 УРАВНЕНИЕ С ОДНОЙ ПЕРЕМЕННОЙ 
16. \/ Уравнение и его корни 


Рассмотрим старинную задачу. 

Летела стая гусей, а навстречу им летит гусь. «Здравствуйте, 
сто гусей!» — говорит гусь. «Нас не сто, — отвечают ему гуси. — 
Если бы нас было столько, сколько теперь, да ешё столько, да 
полстолька, да четверть столька, да ещё и ты, гусь, то тогда нас 
было бы сто». Сколько гусей в стае? 

Обозначим буквой х число гусей в стае. По условию задачи 


1 
xtxt+ ух ах +1 = 100. 





Диофант Александрийский 
(ll в.), древнегреческий матема- 
тик, автор первого изложения 
основ алгебры, которое можно 
найти во введении к сочинению 
«Арифметика»; здесь впервые для 
обозначения неизвестных вводится 
буквенная символика, рассматри- 
ваются уравнения и правила их 
преобразований, названные позже 
ал-Хорезми «аль-джебр» и «аль- 
мукабала». 
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Чтобы найти неизвестное число гусей, мы составили равенство, 
содержащее переменную. Такие равенства называют уравнения- 
ми с одной переменной или уравнениями с одним неизвестным. 
Впервые уравнения в явном виде появились в труде «Арифметика» 
древнегреческого математика Диофанта. 

Нам надо найти значение х, при котором уравнение обраща- 
ется в верное числовое равенство. Такое число называют корнем 
уравнения. 


Определение. Корнем уравнения (решением уравнения) 
называется значение переменной, при котором уравнение обраща- 
ется в верное равенство. 


Решить уравнение — значит найти множество его корней. 
Иначе говоря, решить уравнение — значит найти все его корни или 
доказать, что их нет. Множество корней уравнения может состоять 
из одного, двух, трёх и т.д. элементов, оно может быть пустым 
множеством или бесконечным множеством. 


Приведём примеры. 

1. Уравнение х + 1 = 6 имеет один корень — число 5. 

2. Уравнение (x - 1)(х - 5)(х - 8) = 0 имеет три корня: 1, 
5 и 8. Каждое из этих значений х обращает произведение 
(x — 1)(х — 5)(х - 8) в нуль, а при любых других значениях х ни 
один из множителей не равен нулю, а значит, не равно нулю их 
произведение. 

3. Уравнение x = + 4 не имеет корней, так как зна- 
чение его левой части меньше значения правой части при 
любом значении x. 

4. Уравнение 3(х + 5) = 8x + 15 имеет бесконечно много 
корней, так как в силу распределительного свойства умножения 
значение его левой части равно значению правой части при любом 
значении х. 

В уравнении 17 — 3х = 2х - 2 обе его части имеют смысл при 


= x + 9 обе его части 





любом значении х, а в уравнении 7 


имеют смысл только тогда, когда x # 2. Говорят, что областью 
определения первого уравнения (или`областью допустимых зна- 
чений переменной в первом уравнении) является множество всех 
чисел, а областью определения второго уравнения — множество 
всех чисел кроме 2. 


Определение. Областью определения уравнения (облас- 
тью допустимых значений переменной в уравнении) называется 
множество значений переменной, при которых обе части уравне- 
ния имеют смысл. 


Введём теперь понятие равносильности уравнений. 
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Уравнения x* = 36 и (x + 6)(х - 6) = 0 имеют одни и 
те же корни: —6 и 6. Такие уравнения называют равносиль- 
ными. 


Определение. Уравнения называются равносильными, 
если множества их корней совпадают. 


Иначе говоря, уравнения равносильны, если они имеют одни 
и те же корни или не имеют корней. 

В процессе решения уравнений стремятся данное уравнение 
заменить более простым уравнением, равносильным ему. При этом 
используются следующие свойства: 

из данного уравнения получается равносильное ему урав- 
нение, 

1) если перенести слагаемое из одной части уравнения в 
другую, изменив его знак; 

2) если обе части уравнения умножить или разделить на 
одно и то же отличное от нуля число; 

3) если в какой-либо части или в обеих частях уравнения вы- 
полнить тождественное преобразование, не меняющее области 
определения уравнения. 


Первые два свойства можно доказать, используя свой- 
ства верных числовых равенств: если к обеим частям верного 
равенства прибавить одно и то же число, то получится верное 
равенство; если обе части верного равенства умножить или раз- 
делить на одно и то же отличное от нуля число, то получится 
верное равенство. 

Третье свойство вытекает из того, что в результате тождест- 
венного преобразования получается выражение, значение которого 
совпадает со значением исходного выражения при любых допус- 
тимых значениях переменной. 

Заметим, что требование сохранения области определения урав- 
нения является существенным. Так, если в уравнении 


1 1 _ 
x+2+ 75 - 7-9 = 4x 





1 
_2 х-2 
х +2 = 2x, 
не равносильное данному. Действительно, число 2 является 


корнем второго уравнения, но не является корнем первого, 
так как при х = 2 левая часть первого уравнения не имеет смысла. 





заменить нулём разность то получится уравнение 
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Вернёмся к задаче, рассмотренной в начале пункта. 
Решим составленное по условию задачи уравнение 
1 1 
xtxtgxt 4x +1= 100. 
Перенесём слагаемое 1 в правую часть, изменив его знак на 
противоположный, и приведём подобные слагаемые: 


1 1 3 
хх + ох + 7x = 100 - 1, 2 1х = 99. 


3 
Разделим обе части уравнения на 2 4: 


х = 36. 

Заменяя последовательно одно уравнение другим, ему равно- 
сильным, мы нашли, что число 36 является корнем уравнения, 
составленного по условию задачи. 

Теперь мы можем ответить на вопрос задачи — в стае было 
36 гусей. 


501. Является ли число 7 корнем уравнения: 
а) xt — 553 + 17х? + х = 15; 
6) (17x — 119)(х* + 11) = 0? 


502. Из множества X = {-3, -2, —1, 0, 1, 2, 3} выделите под- 
множество чисел, являющихся корнями уравнения 
x1 — 13х? + 36 = 0. 


503. Из данных уравнений выберите Te, для которых число 
—12 является корнем: 


а) 6x + 72 = 0; г) 2х2 — x = 216; 
6) (x — 4)(х + 12) = 0; д) (x — 12)x = 0; 
в) 3x2 + x = 132; е) |х| +х =0. 
504. Сколько корней имеет уравнение: 
а) х + 8 = 11; г) 3x — 21 = 16 + 3x; 
6) (x — 6)(х + 4) = 0; д) х4 + х? + 1 = 0; 
в) 5(х + 9) = 5x + 45; е) x? + (x - 5)? = 0? 
505. Приведите пример уравнения, множество корней KOTO- 


рого: 
а) состоит из одного числа; 
6) является бесконечным; 
в) является пустым. 
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506. Найдите множество корней уравнения: 
а)(-х)* = х*; 6) x7 =(-x)"; в) (ххх. 
507. Имеет ли: 
а) уравнение 5х? + 3х“ + x? + 1 = 0 положительные корни; 
6) уравнение 2х? — х* + 6x - 1 = 0 отрицательные корни? 
508. Укажите область определения уравнения: 
2х-1_ 3 Dx? 2 








a) 5(х — 1,8) = 3x + 6; д) 

















3 х+1 3x 
1 ах 2x 
б)х+1+ -- =0; 3x? — = 3- : 
)х+1 ve 0 e) lx] —1 Aes 
x" + 18 2х 2х 
-4=5; 8x7 - ——— = 3 - | 
ge, | [х| +1 [x] +1 
6 
г) x? +1 ы 
509. Решите уравнение: 
а) |x| = 18; г) |x| = x; ж) |-х |“ = x4; 
6) |x| = 0; n) |x| = -х; 3) |-x |? = x7. 
в) |x| = -15; е) |x°| = —х5; 


510. Какие свойства уравнений позволяют утверждать, что 
равносильны уравнения: 
бх —-1= 11 ибх = 11+1; 1522-х) = 39 из -х= 2? 
911. Проверьте, равносильны ли уравнения 2х —- 3 =1-хи: 
2х-3 _ 1-х. 
3, 
6) 3(2х - 3) = 31 -х); г) 2x -x=1-3. 
Объясните, Ha основании каких свойств можно сделать выводы 
о равносильности или неравносильности уравнений. 








а) 3 - 2х =х-1; 


512. Равносильны ли уравнения: 
а) 12х — 2 = 7х + Ти 12х - Тх =1+2; 
6) 15(6 — 0,2x) = -(2 -х) и 90 - Зх =-2-х; 
в) 0,01х — 0,2 =Оих- 20 =0; 


2 2 
г) 3х —- —-+-— =х+2 и 8x =х+ 2? 
x x 
При каких значениях т равносильны уравнения: 


а) 7х + 2 = 1би 1х + а+т = 16 +тм; 
6) Тх + 2 = 16би (7x + 2)m = 16m? 
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Решите уравнение xy = 2k, где k + 0, относительно пере- 
менной: a) x; 6) у. 


| | | ' Упражнения для повторения 


515. Упростите выражение: 
а) 2, (а — 18) - 0,8(2а + 50) - 1,7; 
6) (b — 1)(66 + 4) — (2b + 3)(3b - 2) + (6,46 - 2). 


516. Сравните значения выражений: 
а) 6. (-2)! и 6.21; 
6) 7: (-3)10 и -7Т. 310; 
в) (1,7 — 0,8): И (0,8 a LO): 
г) (0,9 — 0,2)° и (0,2 - 0,9)°. 


17. У Линейное уравнение 


с одной переменной 


В Московском музее изобразительных искусств имени 
А. С. Пушкина хранится древнеегипетский папирус, созданный 
около 2000 г. go H. 9. Он получил название Московского па- 


1 
пируса. Одна из его задач сводится к уравнению x — 5х = 20, 


4 
равносильному уравнению 5х = 20. Такие уравнения решали в 


Вавилоне, Древней Индии и в Древнем Китае за две тысячи лет до 


ы 4 
нашей эры. Уравнение 5х = 20 имеет вид ах = 6. Уравнения та- 


кого вида называют линейными уравнениями с одной переменной. 


Определение, Уравнение вида ах = b, где xX — перемен- 
ная, au b — некоторые числа, называется линейным уравнением 
с одной переменной. 


Примерами линейных уравнений могут служить уравнения: 
0,5х =2, (=0; -x=4. 

В первом из них а = 0,5, 6 = 2, во втором а = Т, b = 0, в тре- 
тьем а = -1,b0= 4. 

В уравнении ах = 6 число а называют коэффициентом, а чис- 
ло В — свободным членом. 

Выясним, сколько корней может иметь уравнение ах = 6$. 
Рассмотрим случаи, когда а + диф — любое число; когда 
а =ОиБ* 0; когдаа =Оиь=0. 
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Если а # 0, то, разделив на а обе части уравнения ах = $, най- 


й b ь 
дём, что х = ~ ‚т.е. в этом случае уравнение имеет единственный 


gO 
корень, равный —. 
а 


Если а = 0 u b # 0, то уравнение ax = 6 не имеет корней, так 
как при этих условиях равенство Ox = 6 ни при каком х не яв- 
ляется верным. 

Если а = Оиф = 0, то любое число является корнем уравнения, 
так как равенство Ox = 0 верно при любом x. 

Итак, множество корней линейного уравнения может состоять 
из одного элемента, быть пустым множеством, быть бесконечным 
множеством. 


517. Даны уравнения: 
1 
1) 12x =0; 2) Ox = 12; 3) -х = =; 4) Ox = 0; 5) 7 « = 0; 6) 0х = os 


Какие из них: 
а) имеют единственный корень; 
6) не имеют корней; 
в) имеют бесконечно много корней? 


518. Найдите корень уравнения: 


а) 9x = -108; г) 13х =2; ж) 18х = 0; 

6) —х = 1; д) 7х = -3; 3) -llx = 17; 

в) —100х = 7; е) —х = -11; и) —х = 0. 
519. Решите уравнение: 

1 

а) 0,6x = -1,5; r) Tx = т; ж) 3x = 0,1; 

6) -0,05x = 1; n) ~7 x = 3; 3) 0,7х = =; 

в) 0,81х = 0; е) 0,2% = 2; и) - вх = 0,3. 


520. При каких значениях х значение выражения Тх равно: 
1 
а) 343; 6) —1; B) 73 г) 0; д) 0,1? 
521. Составьте какое-либо линейное уравнение, которое: 
а) имеет единственный корень, равный -3; 
6) не имеет корней; 
в) имеет бесконечно много корней. 
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522. Решите уравнение: 
а) |7х| = 14; в) |0,5x| = 0; 
6) |-0,8x| = 1; г) |-2,5x| = -5. 


523. В уравнении ах = 15 найдите коэффициент а, зная, что 
корень уравнения равен: 


1 
а) -3; 6) =; в) -15; 1) 0,02. 


524. Найдите все целые значения коэффициента а, при кото- 
рых корень уравнения ах = —8 является целым числом. 


[525. | При каких значениях Ё уравнение kx = Е? — 4k имеет 
единственный корень; не имеет корней; имеет бесконечно много 
корней? 


[526. | При каких значениях т уравнение mx = т? — 5т + 6 
имеет единственный корень; не имеет корней; имеет бесконечно 
много корней? 


527. Не решая уравнение, составьте какое-либо уравнение с 
целыми коэффициентами, ему равносильное: 


а) -3,17х = 2,1; б) x =-2,5; в) “lox = -2. 


528. Зная, что переменные принимают положительные значе- 
ния, выразите: 
а) из формулы 3 = ab переменную а через s и 6; 
6) из формулы s = vt переменную и через зи ft; 
в) из формулы р = тп каждую из переменных т и п через 
две другие. 


| | | | | ) Упражнения для повторения 


529. Упростите выражение и найдите его значение: 
а) 5х(х + 3) — (5x + 1)(x + 2) при x = 1,3; 
6) (ба — b)(a - 2b) - (2a + ВЗа + 2b) 
при а = -1,5, b= 2. 
530. Найдите значение выражения: 
13, 92 3 
3 - " 6) = 
27 9° -25 
531. Задайте с помощью перечисления элементов множество 


трёхзначных чисел, у которых цифра десятков в 4 раза больше 
цифры сотен и на 2 больше цифры единиц. 


а) 
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| | | + Контрольные вопросы и задания 


1. Что называется корнем уравнения? Является ли число 2 корнем 
уравнения x° — x = 6? 


2. Что значит решить уравнение? 


3. Какие уравнения называются равносильными? Сформули- 
руйте условия перехода от данного уравнения к равносильному 
уравнению. Приведите пример двух равносильных уравнений. 


4. Какое уравнение называется линейным уравнением с одной 
переменной? 


5. Сколько корней может иметь линейное уравнение с одной 
переменной? Приведите примеры. 


§ 8. 4 РЕШЕНИЕ УРАВНЕНИЙ И ЗАДАЧ 


18. Решение уравнений, 
сводящихся к линейным 


Выполняя тождественные преобразования выражений и ис- 
пользуя свойства уравнений, мы можем иногда решение заданного 
уравнения с одной переменной свести к решению равносильного 
ему линейного уравнения. 

Рассмотрим примеры. 


Пример 1. Решим уравнение 
(2х + 1)(38x - 2) - 6x(x + 4) = 67 - 2x. 
Умножим в левой части уравнения многочлен на многочлен и 
одночлен на многочлен, а затем раскроем скобки: 
(6x? + 3x - 4х - 2) - (6x? + 24x) = 67 - 2x, 
Gx? + 3x — 4х -— 2 — 6x? — 24x = 67 - 2x. 
IlepeHecem слагаемые, содержащие Xx, в левую часть и свобод- 
ные члены — в правую, изменяя при этом их знаки: 
6x? + Зх -— 4х - 6x? - 24х + 2х = 67 + 2. 
Приведём подобные слагаемые: 


—23х = 69. 
Разделим обе части уравнения на —23: 
Иа. 


Мы последовательно заменяли одно уравнение другим, ему рав- 
носильным. Значит, заданное нам уравнение равносильно уравнению 
—23х = 69 и имеет единственный корень — число -3. 
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Пример 2. Решим уравнение 





+2 





В левой части этого уравнения содержатся дроби 
3x -1 
4 


Умножив обе части уравнения на наименьший общий знаме- 
натель дробей, т.е. на 12, получим 





3 4 





|= 112 = -2-12, 


Раскроем скобки: 


1 


тт. 12- =. 12 = -24. 


3 





Умножим каждую дробь на 12 и выполним сокращение: 
(х + 2):12 (8x-1)°12 _ 
3 4 
(х+2).:4- (3х - 10:3 =-44. 
Далее имеем: 
4х + 8 - 9х +3 = -24, 
4х -— 9х = -24 - 8-35, 


—5х = -35, 
x= 7%, 
Заменяя шаг за шагом одно уравнение другим, ему равносиль- 
ным, мы получили линейное уравнение —5х = —35, равносильное 


данному. Значит, данное линейное уравнение имеет единственный 
корень — число 7. 

В рассмотренных примерах решение исходного уравнения сво- 
дилось к решению равносильного ему линейного уравнения ax = В, 
в котором коэффициент а не равен нулю. Однако может случиться 
так, что, заменяя последовательно одно уравнение другим, ему 
равносильным, мы в результате получим линейное уравнение 
либо вида O- x = 6, гдеф ~ 0, либо вида 0: x = 0. В первом случае 
можно сделать вывод, что исходное уравнение не имеет корней, во 
втором — что оно имеет бесконечно много корней, причём любое 
число является его корнем. 
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Пример 3. Решим уравнение 
2х -1 4x -1 _ 

















— 0. 
2 4 
Имеем: 
АИ. 4-0-4, 
2 4 
ax-7,4_ 4-14) 
2 4 


(2x -7).:2- (4х - 1) =0, 
4х - 14 -4х+1=0, 
4х — 4х = 14-1, 
Ох = 13. 
Уравнение Ох = 13 не имеет корней. Значит, и равносильное 
ему исходное уравнение не имеет корней. 


Пример 4. Решим уравнение 
(ox — 1) - 2(8x —- 6) = 11-х. 
Имеем: 
5х —1- 6х + 12 = 11-х, 
5х — бх +х = 11+ 1- 12, 
Ох = 0. 
Уравнение Ox = 0, a значит, и равносильное ему исходное 
уравнение имеет бесконечно много корней, причём любое число 
является его корнем. 


| | | ) Упражнения 


532. Найдите корень уравнения: 


а) бх + 1 = 43; е) 12х +2 = 0; 
6) —х — 4 = 11; ж) 1 - 27х = 0; 
ео 3) 0-16 - =x; 
г) 2 = 13 + 0,52; и) 5х+2=0. 


д) 5х — 8 = 1,5; 

533. При каких а значение выражения 1 — “a равно: 
a) 7; 6) 0; в) —2; г) —0,2? 

534. Найдите корень уравнения: 


а) 3,5 — Зх = 2,3 + x; в) —4х + 0,1 = —4,5х - 1; 


1 
6) 3 -х=Е + 2х; r)xt+ gx=4- 5х. 


$ 8. Решение уравнений и задач 111 


535. Решите уравнения из древнеегипетских папирусов: 


а) [чуда 105 


г) а а т 
3 7 
д) Ree ee в ee 
s 38 3 9 
e) ВЕБЕ Е — = 10 
3 3 3 3 
Уравнение а) — из Московского папируса, 2000 г. до н. э., 


уравнения 6) — е) — из папируса Axmeca, около 1700 г. до н. э. 


536. При каких значениях а: 
а) значение выражения 2 - За равно удвоенному значению 
выражения 3 + 5а: 
6) значение выражения 7 — 1,2a на 7 меньше значения 
выражения 1 - 1,la? 


Решите уравнение: 


а) |x —4| = 8; г) |1,2 + 0,4х| = -1; 
6) |1,1-х| = 1,2; д) |2,5 —|x + 2|| - 2,5 = 1,5; 
в) |0,3x — 1| = 0; е) |2,5 -—|x + 2||/ + 1,5 = 2,5. 


538. Найдите, при каких значениях а корнем уравнения: 
а) а: |2х -1| -4 = 5 является число —7; 
6) За : [6х — 41| +3 = 14 является число 5; 
в) —2 - 3х - 2а| + 3 =х - 1 является число 3; 
г) |х -а +3 =х-а + 3 является число 1. 


539. Решите относительно х уравнение: 


а) бх — 38y = 1; в) -x + За + 6 = 0; 

6) —x + 2y = 5; г) 6 — kx + 4a = 56 (Е ~ O). 
При каких значениях переменной верно равенство: 

а) Q2x+3 = 4 - 8х, B) 12=-3 = 1; 


6) 9 +2 = 3х . 277: г) 33° = 3? 
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541. 


542. 


543. 


544. 


Глава 4. Уравнения 


Решите уравнение: 

а) (12-х) - (8x +4) =-х-1; 

6) 15 + (6x - x + 2) = 5x; 

в) (2 + x) + (18 - 4x) = —(6х - 2); 
г) —(0,5х + 0,2) = x — (1,5x + 0,1); 
д) 2x + (1,5 - 3x) =1- (x + 0,7); 


e) в- (+ + 5 | = -[22 +75] 
3 3 


Найдите корни уравнения: 
а) (6 — x) + (12 + x) - (8 - 2x) = 15; 
6) (1,5x — 1) — (0,2x -— 1) = 0; 
в) 8,2x — (5,8x + 4) = —(0,6х — 1); 
о): 

6 3 3 
д) эх — 8х = -(3 + 2х) - (x + 3); 
е) (1,6 + x) + (2,4 - 2х) + (x + 7) =0. 
Решите уравнение: 
а) 9 — (x - 3) - (6 - @- 3х)) = -x - 1; 
6) 1,2 — (2x - (x -2)) - (x — 0,8) = -2х; 
в) 4 + (2х - (4x -1)) +х=-5-х; 
г) -х — (-2x - (8x - 1) +4 =-3 +.4х. 


Существует ли значение у, при котором значения выра- 


жений (12 + у) - (1-2 и 15 - 3y: 


545. 


546. 


а) равны; 

6) являются противоположными числами? 

При каком значении а равносильны уравнения: 

а) 4(8x - а) - ах - 15 =27Т и 0,5(х - 4) + 8x = 15; 
6) 6(2a — х) - Зах +4 =25 и 0,9x - 0,3@х - 1) = 6? 


При каком значении 6 корни уравнений 


5бх — 2(4х + 6) -х = 166 и 1,6(2 + x) - 3,2(3х + 4) =0 
являются противоположными числами? 


547. 


Найдите корень уравнения: 

а) 12 - (1 — 6x)x = 3x(2x - 1) 4+ 2x; 
6) —(18 + 4х)х = 76 - 2x(2x - 1); 

в) —11 = (18 - 6х)4 - (8x + 15; 

г) -(6x + 1) - 4(2 - 3х) = 3(2x - 3). 
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548. Решите уравнение: 
а) 8(2х — 1) - 5(38x + 0,8) =х- 4; 
6) 1,2(3 — x) - 0,3(4х + 1) = 0,1 - 0,8(8x - 4); 
в) 1,5 — 0,2(2х - 1) = 3 + (0,6x - 1,3); 
г) —(3,2 — x) = 6(0,3 — x) - (8x — 5). 


549. Найдите множество значений а, при которых произведе- 
ния (6a —-1)(2а + 4) и (За — 5)(4а + 6) принимают равные значения. 


550. Решите уравнение: 
а) (7х + 1)(3х — 1) - 21x? = 3; 
6) (1 - 4х)(1 - 3х) = 6x(2x - 1); 
в) (3 — х)(4 - 8х) = х(1 + 8х); 
г) (1 — y)(4 — бу) - (2у- 1)(3y + 1) = 3. 


551. Решите уравнение: 
а) 7х? — 1- (2х + 1) 3х - 2) = x’: 
6) 4х(2х + 2) — (8x - ТП(х + 6) = 3; 
в) (5 — 2х)(4 — x) - 2x(x + 6) =1-х; 
г) эх(х - 8) — (6x — 2)(x + 1) = 6х. 


552. Найдите натуральные значения а, при которых является 
натуральным числом корень уравнения: 


а) a(3x — 2) + 2(3 + a) = 18; 
6) Зх(а - 1) — 2a(x + 4) = 4(1 — 2a). 


553. При каких значениях р значение дроби ЕР равно: 


а) 0; 6) —1; в) — г) 0,7? 


aes 
12’ 


554. При каких значениях х равны значения дробей: 





0,6 -2х 1,2—4х. 1-2х 3—4х. 
а) == и aa B) 0,4 и 08; 
6) 6-O,1x u 3—0,05x. r) 1+0,2x 0,6x+1, 


4 2 0.02 М 006 


555. При каких значениях х являются противоположными 
числами значения дробей: 











а) 3—2х И 3x, 6) x+0,8 И 0,2+х 


2 5’ 2 es 
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556. 


557. 


558. 


559. 


560. 


Глава 4. Уравне 


Решите уравнение: 





























52. -.% у 
=: — о ты м = a (Se 0; 
о - BY 6 
у — — 3p = = . 
Ps, у-1; д), -РрР=5} 
в) 1- 24 =0; jee 
5 2 5 
Найдите корень уравнения: 
3-х х х -8 2-х 
а) > в) = 
2 5 2 4 
о пы 
3 9 4 3 
Решите уравнение: 
Hise = в} 05-2248 = »~1; 
4 5 
= 10x -1 
6) -1= 2.2 г) 0,3. a =3- x. 


Решите уравнение: 
4 - 0,1х = 0,3х +1. 
3 a 


BE ОРТ 
6 4 


в) 5% _4+1=4(3- x) 
4 2 


a) 0,38x - 








6) 


1 x 
г) 3 — —(5 - 2x) = -. 

5 ) 2 
Решите уравнение: 


a5 -(+4+*) = 2 
4 6 





1 лы: 
6) £(6x - 1) -(0,5 - =] = 0 

1 ae 
2) (x - 1) -(2+ 4) = 0, 


г AED хр = 4. 
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[561.| 561.|/B таблице частот некоторого статистического исследова- 
ния две частоты неизвестны и отличаются на 1. Найдите их, если 
среднее арифметическое данной выборки равно 6. 





Варианта 
Частота 





во 
sae 


562. При каких значениях 6 сумма дробей 


063. 


564. 


065. 


0,7 + 0,46 


3 


0,7 - 0,15. 
РЕ 


а) равна их утроенной разности; 
6) составляет 0,2 от их разности? 


Решите уравнение: 



































ат 0 
4 
6) 1+ 7" = 3(х — 1); 
4 2 3 
ны 
3 5) 
Решите уравнение: 
5х -4 2х+1 
А = = - 29); 
а) 5 т ( ) 
g Bite (eet toa), 
3 5 6 
О 
2 9 
(8) 
5 2 4 


При каком значении у: 


а) произведение (у - 0,25)(у + 1,5) на 1 больше дроби 
(2у+0,5)(у+1. 
9 3 


6) произведение (у + 0,2)(у - 0,4) на 0,2 меньше дроби 
(Sy -10 (у + 0,2) 4 
es 
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566. Решите уравнение: 
9 = 
(2х + 1)(2х - 3) _ me 


a) P =1; 
6) x2 — & oe — 2. 
p) CoA) 2 = 1; 
ыы 
4 
a+b 


567. Зная, что в формуле $ = . Л переменные прини- 


мают только положительные значения, выразите переменную а 
через остальные. 


568. Решите относительно х уравнение, в котором буквой а 
обозначено не равное нулю число: 





о" оо Hee 
4 12 6 
8 2 8 


| | | | ) Упражнения для повторения 


569. Найдите значение выражения: 
а) —-100а263 при а = -Тиб = 0,2; 
6) —4а?Ь + 3,04 при а = -0,1 ив = 50. 
570. Автомобиль двигался 1 ч 20 мин со скоростью а км/ч 


и 45 мин со скоростью 6 км/ч. Какой путь проехал автомо- 
биль? 


571. Докажите, что значение выражения 
(2a — 1)\(3a + 4) - 6(а? - 2) - 5a 


не зависит от а. 


19. У Решение задач с помощью уравнений 


Применение уравнений позволяет решать различные задачи. 
При решении задач с помощью уравнений поступают следующим 
образом: 


§ 8. Решение уравнений и задач 1 


обозначают неизвестное число буквой и составляют уравнение, 
используя условие задачи; 

решают уравнение; 

истолковывают результат в соответствии со смыслом задачи. 


Задача 1. В равнобедренном треугольнике одна из сторон в 
3 раза больше другой. Какова длина каждой стороны треуголь- 
ника, если известно, что его периметр равен 119 см? 


Пусть одна из сторон треугольника равна х см, тогда вторая 
сторона равна 3x см. Выразим через x длину третьей стороны, Так 
как треугольник равнобедренный, то она равна либо х см, либо 
3х см. Однако третья сторона не может быть равна X см, так как 
в этом случае сторона треугольника оказалась бы больше суммы 
двух других сторон. Значит, третья сторона треугольника равна 
3x см. По условию задачи периметр треугольника равен 119 см. 
Следовательно, 

х + 3х + 3x = 119. 


Решим составленное уравнение: 
7x = 119; 
х = М. 
3х =3:°17= 51. 
Ответ: стороны треугольника равны 17 cm, 51 сми 51 см. 


Задача 2. Требуется найти трёхзначное число, удовлетво- 
ряющее следующему условию: если к нему приписать справа 
цифру 5 и из полученного четырёхзначного числа вычесть 3012, 
то разность будет в 6 раз больше трёхзначного числа. Чему 
равно это число? 

Пусть х — искомое трёхзначное число. Тогда, приписав к нему 
справа цифру 5, получим четырёхзначное число, равное 10х + 5. 
По условию задачи разность (10x + 5) — 3012 в 6 раз больше чис- 
ла х. Следовательно, 


(10x + 5) — 3012 = 6x. 


Решим составленное уравнение: 
10x + 5 - 3012 = 6x, 
10x — 6x = 3012 — 5, 
4х = 3007, 


x= 7513. 
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По смыслу задачи х — натуральное число, а корнем уравне- 
ния является дробное число, Значит, не существует трёхзначного 
числа, которое удовлетворяло бы данному условию. 

Ответ: такого трёхзначного числа не существует. 


572. Фирма арендует два помещения общей площадью 258 м?. 
Найдите площадь каждого помещения, если известно, что площадь 
одного из них на 18 м? болыше площади другого. 


573. За две упаковки конфет заплатили 30 р. 50 к. Сколько 
стоит каждая упаковка, если известно, что одна из них на 1 р. 
50 к. дороже другой? 


514. Одна сторона треугольника вдвое больше другой и на 3 см 
меньше третьей. Найдите стороны треугольника, если известно, 
что его периметр равен 38 см. 


575. Имеющиеся 175 книг решили разместить на трёх пол- 
ках так, чтобы на нижней полке было вдвое меньше книг, чем 
на средней, и на 25 меньше, чем на верхней. Сколько книг надо 
поставить на нижнюю полку? 


576. Доску длиной 2 м распилили на три части. Длина одно- 
го куска вдвое больше длины другого и на 30 см меньше длины 
третьего куска. Найдите длину каждого куска. 


577. Три фирмы получили от завода-производителя 236 ком- 
ньютеров. Вторая фирма получила на 10% больше компьюте- 
ров, чем первая, а третья — на 100 компьютеров меньше, чем 
первые две вместе. Сколько компьютеров получила каждая 
фирма? 


578. Туристы прошли намеченный маршрут за три дня. В пер- 
вый день они прошли 35% намеченного маршрута, во второй — 
на 3 км больше, чем в первый, а в третий — оставшиеся 21 км. 
Какова длина маршрута? 


579. В группе учащихся, посещающих плавательный бассейн, 
2 р 
3 Учащихся умеют плавать. После того, как ещё два ученика 


научились плавать, оказалось, что число учащихся, не умеющих 
плавать, составляет 35 % числа учащихся, умеющих плавать. 
Сколько учащихся в группе? 


580. Если к некоторому натуральному числу приписать справа 
цифру 1, то оно увеличится на 235. Найдите это число. 
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581. Если к задуманному числу приписать справа цифру 6, то 


3 1 
оно увеличится на 249. Найдите 3 задуманного числа. 
582. Банк выплачивает доход из расчёта 6 % годовых. По- 
ложив в банк некоторую сумму, вкладчик получил через год 
3180 рублей. Какая сумма была положена в банк? 


583. Какую сумму нужно положить в банк, дающий доход из 
расчёта 8% годовых, чтобы через год получить 4860 рублей? 


584. Рыболов, отправившись на рыбалку на моторной лодке, 
1 ы 
затратил на путь по течению реки 23 ч, а на обратный путь — 


на 28 мин больше. Найдите скорость течения реки, если скорость 
лодки в стоячей воде равна 16,5 км/ч. 


585. Туристы в 8 ч 30 мин отправились на катере с турбазы 
в город по течению реки. Пробыв в городе 1 ч 20 мин, они вер- 
нулись обратно, затратив на обратный путь на 20 мин больше, 
чем на путь до города. Успели ли туристы вернуться на турбазу 
к 13 4 30 мин, если известно, что скорость катера в стоячей воде 
равна 20 км/ч, а скорость течения реки равна 2 км/ч? 


586. Из пунктов А и В, расстояние между которыми равно 
290 км, выехали одновременно навстречу друг другу два автомо- 
биля, скорость одного из которых на 5 км/ч больше скорости дру- 
гого. Через 2 ч автомобили оказались на расстоянии 20 км друг от 
друга. С какой скоростью ехал каждый автомобиль? Рассмотрите 
случаи: а) когда автомобили етцё не встретились; 6) когда они уже 
миновали место встречи. 


587. Мотоциклист и велосипедист едут по одной дороге, при- 
чём мотоциклист догоняет велосипедиста. В данный момент они 
находятся на расстоянии 30 км друг от друга. Через какое время 
расстояние между ними будет равно 6 км, если скорость мотоцик- 
листа равна 34 км/ч, а скорость велосипедиста равна 16 км/ч? 
Рассмотрите два возможных случая. 


588. Даны четыре последовательных чётных числа. Произ- 
ведение двух первых из них на 232 меньше произведения двух 
последующих. Найдите эти числа. 


589. Длина прямоугольного листа железа на 4 см больше 
ширины. От этого прямоугольника отрезали две полосы так, что 
остался прямоугольник, длина которого на 3 см меньше длины 
листа, а ширина на 2 см меньше ширины листа. Найдите размеры 
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листа, если известно, что его площадь на 102 см? больше площади 
оставшейся части. 


590. Длина прямоугольника на 5 см больше стороны квадрата, 
а его ширина на 2 см меньше стороны квадрата. Найдите площадь 
квадрата, если известно, что она на 32 см? меньше площади пря- 
моугольника. 


591. В зрительном зале кинотеатра число мест в ряду было на 
3 больше числа рядов. После реконструкции число мест в ряду 
и число рядов увеличили на 2. В результате общее число мест в 
зале возросло на 110. Сколько рядов и сколько мест в ряду было 
в зале первоначально? 


592. Чтобы перепечатать рукопись к определённому сроку, ма- 
шинистка должна была печатать ежедневно по 60 страниц. Однако 
она печатала в день на 20 страниц больше и потому закончила 
перепечатку рукописи на 4 дня раньше срока. Сколько страниц 
в рукописи? 


593. Мастерская должна была сшить определённое коли- 
чество спортивных курток за 24 дня. Однако она шила еже- 
дневно на 6 курток больше, чем планировала первоначально, и 
потому выполнила заказ на 4 дня раньше срока. Сколько спор- 
тивных курток должна была изготовить мастерская? 


594. Чтобы выполнить задание в срок, токарь должен был 
изготовлять ежедневно по 50 изделий. Усовершенствовав резец, 
он увеличил ежедневную выработку на 20 % и потому выполнил 
задание на 2 дня раньше срока. Сколько всего изделий должен 
был изготовить токарь? 


595. Мотоциклист рассчитал, что если он будет ехать из посёлка 
до станции со скоростью 32 км/ч, то приедет на станцию за 30 мин 
до отхода поезда. Однако из-за ненастной погоды он ехал со скоростью 
на Ткм/ч меньшей и потому опоздал к поезду на 12 мин. Чему равно 
расстояние от посёлка до станции? 


596. Из пункта А в пункт В выехал автобус со скоростью 
45 км/ч. Спустя час вслед за ним из пункта А выехал автомобиль 
со скоростью 60 км/ч, который обогнал автобус и прибыл в В на 
30 мин раньше. Чему равно расстояние от А до В? 


597. Из деревни в город выехал велосипедист со скоростью 
16 км/ч. Спустя 30 мин навстречу ему из города отправился мо- 
тоциклист со скоростью 38 км/ч. Сколько времени находился в 
пути мотоциклист до встречи с велосипедистом, если известно, что 
расстояние от деревни до города равно 80 км? 
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598. Из пункта А отправился автомобиль «Москвич» со ско- 
ростью 70 км/ч. Спустя 45 мин из пункта В, удалённого от А на 
17,5 км, вслед за ним выехали «Жигули» со скоростью на 20% 
большей. Сколько времени потребуется «Жигулям», чтобы догнать 
«Москвич»? 


599. Группа туристов отправилась в 8 ч утра на прогулку 
на моторной лодке по течению реки. Отплыв от пристани на не- 
которое расстояние, туристы сделали на берегу привал най чи 
вернулись обратно в 16 ч 15 мин. На какое расстояние отплыли 
туристы, если известно, что скорость лодки в стоячей воде равна 
15 км/ч, а скорость течения реки равна 3 км/ч? 


600. Из пункта А в пункт В, удалённый от А на расстояние 
130 км, выехали одновременно автомобиль и автобус. Автомо- 
биль, прибыв в пункт В, сразу повернул обратно и встретился с 
автобусом через 2 ч после своего выхода из А. На каком расстоя- 
нии от пункта В произошла встреча, если известно, что скорость 
автомобиля на 20 км/ч больше скорости автобуса? 


601. Из посёлка на станцию, удалённую от него на расстоя- 
ние 27 км, отправились одновременно пешеход и велосипедист, 
причём скорость пешехода была на 10 км/ч меньше скорости 
велосипедиста. Прибыв на станцию, велосипедист сразу повернул 
обратно и встретил пешехода через 2 ч 24 мин после его выхода из 
посёлка. На каком расстоянии от посёлка произошла встреча? 


602. Группу туристов можно рассадить в 40-местные автобу- 
сы так, что в автобусах свободных мест не останется. В связи с 
тем, что вместо 40-местных были поданы 34-местные автобусы, 
пришлось заказать на 2 автобуса больше. При этом в одном из 
автобусов 14 мест оказались свободными. Сколько туристов было 
в группе? 


603. Если купленные для класса тетради сложить в пачки 
по 45 штук, то останется одна лишняя тетрадь, а если сложить 
в пачки по 50 штук, то в одной пачке не будет хватать четырех 
тетрадей. Сколько тетрадей куплено для класса, если известно, что 
в первом случае получится на одну пачку больше, чем во втором? 


604. (Старинная задача.) У Пифагора однажды спросили, 
сколько у него учеников. «Половина моих учеников изучает пре- 
красную математику, четверть исследует тайны природы, седьмая 
часть упражняет силу духа. Добавьте ещё к ним трёх юношей, 
из коих Теон — самый способный». Сколько было учеников у 
Пифагора? 
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Задача о Диофанте Александрийском (Ш в. н. 9.). 


Прах Диофанта гробница покоит: дивись ей — и камень 
Мудрым искусством его скажет усопшего век. 

Волей богов шестую часть жизни он прожил ребёнком 

И половину шестой встретил с пушком на щеках. 
Только минула седьмая, с подругою он обручился. 

С нею пять лет проведя, сына дождался мудрец. 

Только полжизни отцовской возлюбленный сын его прожил, 
Отнят он был у отца ранней могилой своей. 

Дважды два года родитель оплакивал тяжкое горе. 

Тут и увидел предел жизни печальной своей. 


Сколько лет прожил Диофант? 


Имеются два слитка, содержащие медь. Масса второго 
слитка на 3 кг больше, чем масса первого слитка. Содержание меди 
в первом слитке — 10%, а во втором — 40%. Эти слитки сплавили, 
и из них получился слиток, содержание меди в котором — 30%. 
Определите массу полученного слитка. 


Имеются два сосуда с раствором соли, причём во втором 
сосуде раствора на 2 л больше, чем в первом. В первом сосуде со- 
держание соли в растворе составляет 20%, а во втором — 50%. 
Растворы из двух сосудов слили в один. Содержание соли в новом 
растворе составило 40%. Определите количество раствора, которое 
было во втором сосуде. 


| | | ‘ Упражнения для повторения 


608. Упростите выражение и найдите его значение: 
а) —х(х + 6) + (2х - 1)(x + 3) + 3 прих = -0,1; 
6) (За — В(а? + Ь) + а6 - 3a) приа = -0,2; 6 = -1. 


609. Докажите, что при любых а и В значение выражения 
12а(5а — 6) - (ба — 65)(10а + b) - ЫЬ - 8a) 
равно нулю. 


610. Сравните с нулём значение выражения: 


а) (-3,15)? - 1,95; в) 3,2 - 5,62; 
6) (-2,4)® - (-1,4)*; г) -3,16 + (-4,12)?. 


Дополнительные упражнения к главе 4 123 


| | | + Контрольные вопросы и задания 


1. На примере уравнения 2(3х - 5) — З(х + 6) = 12 + 5x объ- 
ясните, как решают уравнения с одной переменной, сводящиеся 
к линейным. Докажите, что полученное линейное уравнение с 
одной переменной равносильно данному. 


3х —-1_х+2 
5 3 
решения получено линейное уравнение с одной переменной, рав- 
носильное данному. 
3. Какие этапы можно выделить при решении задач с помощью 
уравнений? 


| | | | р Дополнительные упражнения 


к главе 4 





2. Решите уравнение = 1. Докажите, что в ходе 


К параграфу 7 


611. Имеет ли уравнение 
х6 + 3х + x? + x7 +6=0 
положительные корни? 


[612.| Ученик решал задачу: «Из чисел —2, -1, 0, 1, 2, 
3, 4 выбрать те, которые являются корнями уравнения 
2х5 + 3х3 + х + 90 = 0». Некоторые из данных чисел он исключил 
сразу, не выполняя вычисления. Какие именно? Найдите корни 
уравнения среди оставшихся чисел. 


Используя свойство делимости суммы, докажите, что 
число 11 не является корнем уравнения 
х? — 6х* + 2x3 —- x + 102 =0. 


[614.| Даны уравнения: 
а) х* + 6х3 - 8х? — бх +Т= 0; 
6) хз + 4х3 + 5х - 17 = 0: 
в) x* — 1153 + 6x - 101 = 0; 
г) хз + 4х? - 19х + 14 =0; 
д) x* — 50х? + 49 = 0. 
Выберите из них Te, для которых число —7 является корнем. 


Какие из этих уравнений можно исключить сразу, не выполняя 
вычислений? 
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615. Докажите, что данное уравнение не имеет целых корней: 
а) 6x° — 12x4+ 18x = 171; 
6) 5х“ - 15х3 + 45x? - 201 =0. 

616. Докажите, что несократимая дробь — rmeace #&, БЕ №, 


6 + 1, не может быть корнем уравнения 
Tx? — 10x? + 12х -1=0. 


617. Имеет ли корни уравнение: 











а) x° + 2 = 0; 6) |x| + 5 = 07 
618. | Докажите, что уравнения = = 7 в - 7% — 
|x -1+2|-1 |+ 2 = 0 равносильны. 
619. При каких значениях а уравнение: 


имеет один корень; имеет два корня; не имеет корней? 


620. Решите уравнение: 
а) х* = (x); в) x* = (—x)"; 
6) x? = —х?; г) x? = —х3. 


621. Укажите три каких-либо значения 6, при которых корнем 


2 
уравнения bx = 3 является целое число. 


622. При каких значениях а уравнение ах = 2а - 1: 
а) имеет единственный корень; 
6) имеет бесконечно много корней; 
в) не имеет корней? 


623. При каких значениях b уравнение (b — 2)x = b? - 4: 
а) имеет единственный корень; 
6) имеет бесконечно много корней; 
в) не имеет корней? 


К параграфу 8 


624. Решите уравнение: 
а) 0,3(2х - 1) - 0,4(x + 8) = 1,2х -1; 
6) 1,6 = 0,8(6x - 1) - 3,2(х+2+1 
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в) —6(2 - 0,2x) + 11 = -4(3 - 0,3x) - 1; 
г) -(1,5x -1)-0,5(х + 4) = 0. 


625. Найдите корень уравнения: 
а) (2х — 1)(8x + 7) — (1 + 6х)(х + 2) = 4; 
6) —(x? — x) + (x + 1,5)(x — 1,2) = 0,8; 
в) 12х(х — 5) — (6x + 1)(2x - 3) = 47; 
г) 4х(1 - 9х) + (1 - 12х)(1 - 3х) +1 =0. 


626. Решите уравнение: 








х +1 _х+8, 
а) - 7 +x= 14} 
2 y 

в) х+х- 5 ИЕ]. 


5 9 
r) x2 +Q- Ete) = 9, 


627. Решите относительно х уравнение, рассмотрев случаи, 
когда a 0 и когда а = 0: 


a) MD ast 1, 





628. Составьте какое-либо уравнение вида ах + с = bx +d 
с переменной х, которое: 
а) имеет корень, равный 7; 
6) не имеет корней; 
в) имеет бесконечно много корней. 


629. Найдите значение а, при котором уравнение ах - 3 = 
= 2х - 1: 
а) имеет корень, равный 4; 
6) не имеет корней; 
в) имеет бесконечно много корней. 


630. Существует ли такое значение #, при котором множество 
корней уравнения является пустым: 
а) (k — 2)х = k? - ЗЕ +1; 
6) (Е + 4)х = k? + Е - 12? 
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631. При каком значении а уравнение имеет бесконечно много 
корней: 
а) (а + 2)х = ба + 12; в) ах — 4х = a? - 16; 
6) (а — 3)x = 2а- 4; г) 5ах — 2х = —(2 - 5a)? 


| 


632. Для уравнения ax + 2 = 3(4 - x) найдите значение а, при 
котором уравнение не имеет корней. 


633. Существует ли значение а, при котором множество корней 
уравнения ах - 2х = а* +а- 6: 
а) состоит из одного элемента; 
6) является пустым; 
в) является бесконечным? 


634. Для малярных работ бригада закупила несколько банок 
краски. В первый день израсходовали половину купленных банок 


. В 2 
и ещё одну банку, а во второй — 3 Того, что было израсходовано 


в первый. Сколько банок краски было куплено, если известно, что 
две банки остались неизрасходованными? 


635. Сколько картофеля завезли в магазин, если известно, что 
: к . 1 
в первый день продали 33% картофеля, во второй день в 1 3 Раза 
больше, чем в первый, а в третий — оставшиеся 9,2 т? 


636. Найдите путь, пройденный туристами в первый день, если 
известно, что в каждый последующий день они проходили на 2 KM 
меньше, чем в предыдущий, а длина всего маршрута, пройденного 
ими за пять дней, равна 130 км. 


637. Диагональ разбивает четырёхугольник на два равнобед- 
ренных треугольника с общим основанием. Периметр одного из этих 
треугольников на 16 см больше периметра другого. Найдите сто- 
роны четырёхугольника, если известно, что его периметр равен 
44 см. 


638. В двузначном числе цифра единиц втрое меньше цифры 
десятков. Если это число разделить на 3 и к результату прибавить 8, 
то получится двузначное число, записанное теми же цифрами, 
взятыми в обратном порядке. Найдите заданное двузначное число. 


639. Если в двузначном числе поставить цифру 4 между циф- 
рами десятков и единиц, то получится трёхзначное число, которое 
на 220 больше двузначного. Найдите это двузначное число. 
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640. Туристы шли пешком со скоростью 4,5 км/ч, а затем ехали 
на автобусе со скоростью в 10 раз большей. Расстояние, которое 
они проехали на автобусе, было в 6 раз больше, чем расстояние, 
пройденное пешком. Найдите длину маршрута туристов, если из- 
вестно, что весь маршрут занял 3 ч 12 мин. 


641. Пешеход, идущий к поезду, пройдя за первый час 3,5 км, 
рассчитал, что если он будет двигаться с той же скоростью, то 
опоздает на 1 ч. Поэтому остальное расстояние он шел со скоростью 
5 км/ч и пришёл на станцию за 30 мин до отхода поезда. Какое 
расстояние прошёл пешеход? 


642. Из пунктов А и В, расстояние между которыми 300 км, 
выехали одновременно навстречу друг другу два автомобиля, 
скорость одного из которых была на 10 км/ч больше скорости 
другого. Спустя 3 ч оказалось, что автомобили встретились и, 
продолжая движение, находятся на расстоянии 90 км друг от 
друга. С какой скоростью ехал каждый автомобиль? 


643. Смесь, состоящая из двух веществ, весила 0,72 кг. После 
того как из неё выделили 40% первого вещества и 25% второго, 
первого вещества оказалось в смеси на 270 г больше, чем второ- 
го. Сколько весило первоночально каждое вещество, входящее в 
смесь? 


644. Из бутыли вместимостью 20 л, наполненной доверху 
спиртом, отлили часть спирта и долили бутыль водой. В результате в 
бутыли оказался 60% -ный раствор спирта. Сколько спирта отлили 
из бутыли? 


645. Четыре последовательных натуральных числа таковы, 
что произведение наименьшего и наибольшего из них на 2 мень- 
ше произведения двух остальных. Найдите наименьшее из этих 
чисел. 


646. Найдите четыре последовательных натуральных числа та- 
ких, что произведение наименьшего из них и следующего за ним 
на 30 меньше произведения двух остальных. 


647. Школьная спортивная площадка прямоугольной формы 
имеет длину на 14 м большую, чем ширину. Окаймляющая её 
дорожка имеет ширину 1,5 м. Найдите размеры площадки, если 
известно, что площадь, занимаемая дорожкой, равна 219 m?. 


РАЗЛОЖЕНИЕ 
МНОГОЧЛЕНОВ 
ГЛАВА | HA МНОЖИТЕЛИ 


В этой главе продолжается изучение теории многочленов: 
рассматриваются способы разложения многочленов на множи- 
тели (вынесение за скобки общего множителя и группировка), а 
также применение разложения многочленов на множители для 
рационализации числовых вычислений, доказательства тождеств 
и решения уравнений. 


СПОСОБЫ РАЗЛОЖЕНИЯ 


8 9. 4 МНОГОЧЛЕНА НА МНОЖИТЕЛИ 


20. Вынесение общего множителя 
за скобки 





При решении уравнений и неравенств и в ряде других слу- 
чаев бывает удобно данный многочлен представить в виде про- 
изведения двух или более многочленов, среди которых могут 
быть и одночлены. 


Например, для нахождения значения многочлена ab + bc 
при а = 5,2, 6 = 19,7 ис = 4,8 удобно, используя распредели- 
тельное свойство умножения, представить этот многочлен в 
виде O(a + с). 

Теперь легко найти значение многочлена ab + bec при указан- 
ных значениях переменных а, бис: 

аб + bc = Ба + с) = 19,7 : (5,2 + 4,8) = 19,7 : 10 = 197. 

Представление многочлена в виде произведения двух или 
нескольких многочленов называют разложением многочлена на 
множители. 

Рассмотрим многочлен 14ab — 630°. Попытаемся разложить 
его на множители. 

Каждый его член заменим произведением двух одночле- 
нов, один из которых равен 7b, и применим распределительное 
свойство умножения: 

14ab — 635° = 7b - 2a — ТЬ - 9b = ТЬ(2а - 9Ь). 

Мы разложили многочлен на множители, представив его в 

виде произведения одночлена 7b и многочлена 2а - 96. Такой 


5 9. Способы разложения многочлена на множители 129 


способ разложения многочлена на множители называют выне- 
сением общего множителя за скобки. 

Рассмотрим примеры разложения многочлена на множите- 
ли с помощью вынесения общего множителя за скобки. 


Пример 1. Разложим на множители многочлен 
42 3.3 2.4 
18а х’- 30a x + 54a x. 
За скобки можно вынести различные одночлены: a, —3x, дах 


и другие. Например, если мы вынесем за скобки одночлен Zax, 
то получим такое разложение: 
18а‘ х’ - 30a°x* + 54a’x* = 2ax(9a°x - 15а’х' + 27ах°). 

Это разложение можно ещё продолжить, вынеся за скобки 
одночлен зах. 

Обычно за скобки выносят такой одночлен, чтобы после его 
вынесения в скобках остался многочлен, у которого коэффици- 
енты — взаимно простые числа и его члены не содержат общего 
буквенного множителя. В данном случае таким «наибольшим» 
одночленом является одночлен бах’. Имеем: 


4 2 3.3 2 4 аа 2 2 
18a х - Зах + 54ах = бах (За - 5ax + 9х). 
Чтобы проверить правильность выполненного разложения 
22 
на множители, достаточно умножить одночлен бах Ha MHO- 


гочлен в скобках и сравнить полученное произведение с исход- 
ным многочленом. 


Пример 2. Разложим на множители выражение 
5х(а - 8) + иа - 8). 

Данное выражение — сумма двух слагаемых, каждое из 
которых содержит общий множитель а - 8. Вынесем этот мно- 
житель за скобки. Получим: 

5х(а - 8) + у - 8) = (a — 8)65х + у). 


Пример 3. Разложим на множители сумму 
2x(a — 6) + y(b - а). 

Слагаемые в этой сумме содержат множители а - Биб-а, 
которые являются противоположными выражениями. Их значе- 
ния отличаются лишь знаками. Если в произведении y(b - а) 
у каждого множителя поменять знаки на противоположные, то 
получим выражение —y(a — b), тождественно равное y(b — а). 
Учитывая это, запись преобразований можно вести так: 


2x(a — b) + y(b - a) = 
= 2x(a — b) - y(a — b) = (a — b)(2x - y). 
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648. Вынесите за скобки общий множитель: 


649. 


650. 


651. 


а) За + 65; г) 7n — 14; ж) 8a + 246 - 12; 
6) 2х - 8y; д) 18а + 9; 3) —49у — 14y - 63; 
в) 3m + 12; е) 10x - 25y; и) 36р - 244 + 54. 
Разложите на множители: 

а) баб + 56с; Г) x ху — 2x; 

6) 4ах - 12bx; д) 16а’ - 42ab + 646; 

в) 7су’ + 49c’y; e) -т?п + 5тп’ = 6т’п’. 
Вынесите общий множитель за скобки: 

а) x — x3 Г) Tc’ — 9c’: 

бу +у; д) 18m" — 27m'; 

B) b* — b’; е) -72п? — 271”. 


Разложите выражение на множители (п — натураль- 


ное число): 


а) x" +2 _ x": r) Ah a"b"": 
2 5n +1 3n-1 
2) y = 2; 1 д) р. Ч и . 1 1 
— = + = 
в) г" “+2 3; е) ах “+a x". 


Докажите, что при п Е М значение выражения: 


653. 


654. 


а) 2" + 2"`1+ 2" *3 кратно 11; 

6) 3"*“- 3"** - 3" кратно 77; 

в) 125 : 25” - 5” *' имеет три простых делителя; 
г) 7”. 7+ 49" : 7 имеет три простых делителя. 


Найдите значение выражения: 

а) 45а + 456 при а = 9,7, b = 11,3; 
6) 58x - 29у при x = 4,175, у = 7,85; 
в) ac — a’ при a = —4,13, с = 5,27; 

г) Га - 5 при b = -1,2, а = 3,8. 


Разложите на множители: 


а) 2а* — 10а? + 14а;3  д)а6 -а’ ча; 
6) 6b? + 96° — 125"; е) хи? + хи? - x’y'; 
в) жж + x: ж) 1,2р'’а = 1,8pq° = 3pq 


1 
r)-y +и-и; 3) рати! a 4 тп’ — 8,4mn’. 
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655. Найдите значение выражения: 
а) 35a°b — 4a°b’ + 20а’5’приа=2, 6 = 5; 
6) 40x"y - 80xy* — 160х^у? при x = 0,5, y = -1,25. 


656. Вынесите общий множитель за скобки: 


а) a(b — с) + 1066 - с); д) (а-5)' + 3(a — b); 

6) Ta + x) - Ма+х); е) (x - 1) + U(x - 1); 

в) c(a + b) + (a +5; ж) (b + 5)? - b(b + 5); 

г) a(x — y) — (x — y); 3) —2a(a + 4) + (a + 4)’. 
657. Разложите на множители: 

а) x(a — x) + y(x — a); г) (a - by — a(b — a)’; 

6) b(c — b) — d(b - с}; д) (x - y) + by — x); 


в) 2х(3х - 5) + 17(5 - 3х); e) a(x — 5) — М5 — x). 


658. Представьте выражение в виде произведения трёх мно- 
жителей: 
а) 2х (у- 1) - x(y — 1); 
6) a(b + 2) + a(b + 2); 
в) Зи(х — 7) +у(7-х); 
Г) а’(а — b) — a(b - а); 
д) Збах(2х - a) + O(a - 2х); 
е) 15а(х - 2)* - За(х - 2). 
659. Разложите на множители: 
а) 5a(a — 56) + (а + З6 (а - 55); 
6) (3х — 4у)(2х — Sy) - 3y(4y - 3х); 
в) (а + 9х)(а* - 4ax) - 5ax(a + 9х); 
г) (р — 10q)(pq + 25) + 5(504 - 5p). 


| | | | | $ Упражнения для повторения 


660. Решите уравнение: 


а) 0,5х(х? — 1,2x + 1) - 3x( =" a =x + а, =e 


6) 5х + 2x(2 - 3x) = 3хб5 - 2х) - 12. 


661. Найдите корень уравнения: 


30у-25  10y-5 
2 3 


8y —7 9y +2 
= 2; 6) р — — 











а) — 2. 
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662. Дорога из города А в город В, длина которой 260 км, 
идет сначала в гору, а затем под гору. На подъёме автобус ехал 
со скоростью 30 км/ч, а на спуске — со скоростью 50 км/ч, затра- 
тив на спуск на 2 ч больше, чем на подъём. Какое время затра- 
тил автобус на весь путь? 


663. Упростите выражение: 
а) (x — 8)(x* + 3х3 + Ox° + 27x + 81); 
6) (у’ + 8y - By” - Sy + 7) - (у - 2у+4)(у' + 5у- 33). 


21. $ Способ группировки 


Вы познакомились с разложением многочлена на множите- 
ли способом вынесения общего множителя за скобки. Рассмот- 
рим другой способ, который позволяет разложить многочлен на 
множители с помощью группировки его членов. 

Будем рассуждать так. Пусть произведение (а + c)(b — 5) 
было получено в результате разложения на множители некото- 
рого многочлена. Представим выражение (а + c)(b — 5) в виде 
многочлена, выполнив преобразование: 

(а + c)(b — 5) = a(b — 5) + с(6 — 5) = ab — 5а + be - 5с. 

Теперь это преобразование запишем в обратном порядке: 

ab — 5а + be — 5с = a(b — 5) + с - 5) = (2 + с) — 5). 

Промежуточное выражение, т. е. сумму a(b — 5) + c(b — 5), 
можно получить из многочлена аб — 5a + be — Oc, если сгруппи- 
ровать отдельно первый и второй, а также третий и четвертый 
его члены, заключив их в скобки. Иначе говоря, преобразова- 
ние можно выполнить так: 

аб — 5а + be - 5c = (ab — 5a) + (bc - 5c) = 
= ав -5) + с(6 - 5) = (6 - 5)а + ©. 

Такой способ разложения многочлена на множители называ- 
ют способом группировки. 

Рассмотрим примеры применения этого способа. 


Пример 1. Разложим на множители многочлен 

бху + ab - 2bx - Зау. 

Группировка первого со вторым членом и третьего с четвер- 
тым ничего не даёт, так как эти группы не содержат общего 
множителя. 

Сгруппируем первый член с третьим и второй с четвёртым. 
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Получим 
6xy + аб — 2bx - Зау = (6xy - 2bx) + (ab - Зау). 
В первой группе вынесем за скобки множитель 2х, а во вто- 
рой — множитель а: 
(бху — 2bx) + (ab - Зау) = 2х(Зу - b) + a(b - sy). 
Слагаемые полученной суммы содержат множители sy — 6 
u b — 3y, которые являются противоположными выражениями (их 
значения отличаются лишь знаками). Вынесем за скобки множи- 
тель Зи - 6, изменив знак у множителя а на противоположный: 
2х (Зу — b) + a(b - Зи) = (Зу - Б(2х - а). 
Итак, 
бху + аб — 2bx - Зау = (зу — 6)(2х - a). 
Заметим, что группировку членов этого многочлена для его 
разложения на множители можно было провести иначе: 
бху + аб — 2bx - Зау = (6ху - Зау) + (ab - 2bx) = 
= Зу(2х - а) + b(a - 2х) = 3y(2x - а) - &2х - а) = 
= (2х — a)(3y — b). 


Пример 2. Разложим на множители многочлен 
x” — Зху + xz + 2х - бу + 22. 

Этот многочлен можно разложить на множители, предста- 
вив его в виде суммы двух трёхчленов или в виде суммы трех 
двучленов. 

В первом случае имеем: 

х° — Зху + ха + 2х - бу+ 22 = 
= (x° - Зху + xz) + (2х — бу+ 22) = 
= х(х — Зу + 2) + 2(х - Зу + 2) = (x - By + 2)(х + 2). 
Во втором случае имеем: 
х* — Зху + xz + 2х - Gy + 22 = 
= (x + 2х) — (Зху + бу) + (xz + 22) = 
= x(x + 2) — Зи(х + 2) + a(x + 2) = (x + 2)(х - Sy + 2). 

Разумеется, группировку нужно производить так, чтобы в 
каждой группе оказался общий множитель, кроме того, пос- 
ле вынесения общего множителя за скобки в каждой группе 
полученные выражения также должны иметь общий множи- 
тель. 


Пример 3. Разложим на множители трехчлен 
2 
x" - 8х + 15. 
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Если вам удастся разложить этот трёхчлен на множители, то 
произведение будет иметь вид 


(x + a)(x + b), гдеаиб — неизвестные нам числа. 

Представим произведение (х + а)(х + Ь) в виде многочлена: 

(x + а)(х +В = х’+ах+ьх + ав = 
= x° + (a+ b)x + ab. 

Трёхчлен x° + (а + Б)х + аб должен быть тождественно равен 
данному трёхчлену x” - 8х + 15. Это возможно, еслиа + b = -8 
и аб = 15. Подбором находим неизвестные числа а = -3, 

= —5. 

Следовательно, x - 8х + 15 = (x — 3)(x — 5). 

Полученный результат подсказывает и другой путь. Пред- 
ставим —8х в виде суммы ~3x - 5х. Тогда: 

х’— 8х + 15 =x" - 3х - 5х + 15 = 
= (х° - 3х) - (5х - 15) = x(x — 3) - B(x - 3) = 
= (x — 3)(x - 5). 

Заметим, что не всякий многочлен можно представить 
в виде произведения двух многочленов ненулевой степени. 
Такими примерами могут служить двучлен x + 1, трехчлен 
о On aa И 


| | | ) Упражнения 


664. Разложите на множители выражение: 
а) b(a + с) + 2a + 726; в) х - у+а(х - у); 
6) с(а — b) + За - 3b; г) и(Ь — х) +х - 6. 


665. Разложите на множители многочлен: 
а) па + пЬ + 5а + 5b; 
6) 7x — Ту + bx - by; 
в) 10а - by + 106 - ay; 
r)pq-x- px а; 
m)ob-a-ab+1; 
е) 2сх — су — 6x + Зи; 
ж) 15ах — 14by + 106х - 21lay; 
3) эбра — 1- %q + Sp. 


666. Представьте в виде произведения многочлен: 


а) а°+ 3ab - 2a - 6b; в) а +а’-а- 1; 
6) Txy — х’-х+ Ty; r)b>-b'+5-1; 
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д) х + 3х —х- 3; x) а'+а’-а’- 1; 

e)y —-y t+y'-1; 3) b° + 3b° — 2b° - 6. 
667. Разложите Ha множители многочлен: 

а) ху’ - by’ -ax+ab+y’—a; 

6) ac’ — ad - be’ + са + ва - с; 

В) x* — xy” ag ay” — ax" -х+а; 

г) бу’ — cb’ + by” +y’—be-e. 
668. Представьте в виде произведения трёх множителей 

многочлен: 

а) х’у — bx’? - axy + abx; 

6) m°n — 2т? + mn - 2m; 

в) 6a°b + 14а6° — 9а*с — 21abe; 

Г) 15x°y" = 24Axy” — 10х*2 + 16xyz. 


669. Разложите на множители: 


а) х"*'+ 2х" -х-2: в) ax” ‘+ 2x" — 2х -а; 

6) 3x" ** — x” - 8x7 + 1; г) а’: xt - ах" + ах -1. 
Разложите на множители трёхчлен: 

a) х’— 5х + 6; в) x’ +х- 12; 

6) x + 11х + 24; г) х’-х- 30. 


671. Найдите значение выражения: 


>] 


He | oO 


а) 12ab — 18a ~ 206 + 30 npa a = =, b = 


| bo 


6) 724* + 42ab — бас - 12а - 7b + ¢ mp a= =, b= 
c=-l. 


| | | | | | ) Упражнения для повторения 


672. Разложите на множители: 
а) 2x° - 14x" + 18x: в) a(x — 2y) — ab(x - 2y); 
6) у - 2y* + Зи; Г) x(a’ — ab) + y(ab - a’). 


3 


673. Докажите, что значение выражения не зависит от зна- 
чения переменной х: 
а) (x — 12)(х + 7) — (x + 5)(x - 10); 
6) x° — (x + 1)(x? - x + 1). 
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674. Из двух городов А и В, расстояние между которыми 
110 км, одновременно навстречу друг другу выехали два мотоцик- 
листа. Через полчаса после начала движения им осталось до 
встречи пройти 25 км. Найдите скорости мотоциклистов, если 
скорость одного из них на 10 км/ч больше скорости другого. 


| | | | ‘ Контрольные вопросы и задания 


1. Какое преобразование называют разложением многочлена 
на множители? 

2. На примере многочлена 10a° - 5ab объясните, Kak выпол- 
няется разложение на множители вынесением общего множите- 
ля за скобки. 

3. На примере многочлена ху - Зи + 8х - 24 объясните, 
как выполняется разложение на множители способом груп- 
пировки. 


ПРИМЕНЕНИЕ РАЗЛОЖЕНИЯ 
8 10. МНОГОЧЛЕНА НА МНОЖИТЕЛИ 


22. $ Вычисления. 
Доказательство тождеств 


Разложение многочлена на множители позволяет в ряде 
случаев более рационально производить вычисления, решать 
задачи на делимость, доказывать тождества. 


Пример 1. Пусть требуется найти значение суммы 
2+ 27 4+ 284 214+ 2+ 264274 28+ 2°, 
Вынесем число 2 за скобки. Получим 
22+ 2+... + 2 = 2(1+2+2°+...+ 2°), 

Обозначим сумму 2 + 2°+... + 2° буквой x. Перепишем пре- 

дыдущее равенство в виде 
х+ 2° = 2(1 + x). 
Решим это уравнение: 


x+2°=2 + 2x, 
x=2°- 2, 
x = 510. 
Отсюда находим значение данной суммы: 


510 + 2° = 510 + 512 = 1022. 
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Пример 2. Найдём значение выражения 
38,4” - 61,6 - 29,5 + 61,6 : 38,4 - 29,5 - 38,4. 
Попытаемся разложить это выражение на множители спосо- 
бом группировки: 


38,4 - 61,6 - 29,5 + 61,6 - 38,4 — 29,5 . 38,4 = 
= (38,4° - 29,5 - 38,4) + (61,6 : 38,4 - 61,6 - 29,5) = 
= 38,4(38,4 — 29,5) + 61,6(38,4 - 29,5) = 
= (38,4 — 29,5)(38,4 + 61,6) = 8,9 - 100 = 890. 
Пример 3. Докажем, что значение выражения 
81° -— 9' + 3” 
кратно 73. 

Представим каждое слагаемое в виде степени с основани- 

ем 3, а затем выполним разложение на множители: 
81° — 97+ 3” = (3°)* _ (32)! + 312 — 316 — Зи gl? _ 
= 33" — 3° + 1) = 3'°(81 -9+1) =3”. 78. 

Так как в произведении 3:2. 73 один из множителей делится 
на 73, а второй — целое число, то произведение делится на 73. 

Разложение на множители находит применение при 
доказательстве тождеств. 

Пример 4. Докажем тождество: 

(a” + За) + 2(а* + 8a) = а(а + 1)(a + 2)(a + 3). 

Для доказательства тождества А = В используют три раз- 
личных приёма: 1) преобразуют выражение А, приводя его к 
выражению В; 2) преобразуют выражение В, приводя его к А; 
3) преобразуют оба выражения, А и В, приводя их к одному и 
тому же выражению С. 

Мы пойдём по первому пути, выполнив следующее преобра- 
зование: 

(а’ + 3a)’ + 2(a” + 3a) = (а? + За)(а* + 8a + 2) = 

= (a’ + За)(а° + 2а + a + 2) = (а’ + За)((а' + 2a) + (a + 2)) = 

= а(а + 3)(a(a + 2) + (a + 2)) =а(а + З(а + 2)(а +1) = 
= а(а + 1)(а + 2)(а + 3). 

В процессе этого преобразования мы сначала применили 
способ вынесения общего множителя за скобки, а затем способ 
группировки (предварительно разбив средний член За трёхчле- 
на a’ + За + 2 на два слагаемых 2a и а). 

Если идти по второму пути, то преобразование целесообраз- 
но выполнить так: 

а(а + 1)(a + 2)(а + 3) = (а(а + 3)) (а + 1)(a + 2)) = 
= (а* + 3a)(a° + За + 2). 
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Выражение a’ + 8a удобно обозначить какой-нибудь буквой, 

например х. Тогда получим 
(a’ + 3a)(a° + За + 2) = x(x + 2) = x” + 2х. 
Произведя обратную замену х на а’ + За, имеем 
х + 2х = (а’ + 3a)’ + 2(a° + 3a). 

Доказательство тождества третьим способом проделайте само- 
стоятельно. 

Пример 5. Докажем, что значение выражения 


(x — у(х + и) - 2х(х - у) 

при любых неравных между собой значениях х и и является от- 
рицательным числом. 

Выполним разложение на множители: 

(x — y)(x + у) — 2х(х - у) = (х-у(х +у- 2х) = 
= (x — yy — x) = (x — y(-(x -у)) = -&-у). 

Значение выражения (х — у)" при неравных между собой 
значениях хи у — положительное число. Следовательно, значе- 
ние противоположного ему выражения, т. е. —(х — у)", является 
отрицательным числом. 


| | | ‚ Упражнения 


675. Найдите значение выражения: 
а) 37,2 - 22,8 + 37,2°; 
6) 43,7 - 56,3 + 43,7"; 
в) 45,2 - 1,38 + 1,38 : 17,3 + 31.5 : 1,38; 
г) 2,9 - 7,83 + 5,07 : 2,9 - 2,9°. 
676. Вычислите: 
а) 4,2 : 13,5 - 8,3 :5,8 - 4,2 : 8,3 + 13,5 : 5,8; 
1 1 1 1 
6) 3 Avtar e+ li get 3 47. 
677. Найдите значение дроби: 
17:13-5:13-1":3+5-3 
3.4+5.:4+ 42 +6-3+6-4+6-5. 
678. Найдите значение суммы: 
а) 3 + 3* + 33° + 3* + 3? + 38; б)5+5+5+5+5°. 
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679. 


680. 


число. 


681. 


682. 


683. 


684. 


685. 


Докажите, ate значение выражения: 
а) с = т — т. кратно 41; 
6) 5° м 57 т 5° кратно 31; 
в) 36° + 6' кратно 7; 
г) 27° — 9° кратно 26. 
610 _ 69 _ 68 


Докажите, что значение дроби 311, 3° 98 


— целое 


Докажите тождество: 

а) a(b — с) = —a(c - 5); 

6) (а — х)(Ь + и) + (а - xb — и) = 26а — x); 
в) a(b—c + d) = -а(с -6-а); 

г) (a — 5)(с — а) = 6 — a)(d - с}; 

д) (а — 6)(6 — с) + (6 - а)(6 - с) = 

е) 2а(а — 6) + 4ab = 2а(а +65). 


Докажите тождество: 

a) x, — 5x + 6 = (x - 2)(х - 3); 

6) x” — ах — 15 = (x -— 5)(х +3); 

в) x” + x — 6480 = (x — 80)(x + 81); 

г) (a + by, — Т(@а +Ь + 12 = а-+6- 3\(a+t+b-— 4); 
д) (a + b) — 2(а + b)- 35 = а+6-Т)/(а+6+ 5); 
е) (a — 5) — 6(a — 6) - 16 =(a-b- 8)(а-6 +2). 


Является ли тождеством равенство: 

а) (х — 15)(х + 8) + 132 = (x — 3)\(x - 4); 
6) (x - 8)(x, — 10) = х + 80; 

в) (y — 2), +5) = у 10; 

г) (ии, =и-ичи- 1 
Докажите тождество: 

а) (а + b) - 2(a+b-1)-1=(a+b-1); 
б) а’-а’+а-1= (а- 1)(а' + 1); 

в) а’ -а’-а+1= (а- 1)*(@а +1}; 

г) а +а’-а-1= (а - 1)a+ 1). 


Докажите, что значение выражения 
(а — 2b)(a + 26) + 46 + 25) 


при любых а и 6 является неотрицательным числом. 


686. 


Докажите, что значение выражения 
Зи(х - Зи) + ху — x) 


при любых хи Y не является положительным числом. 
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687. Докажите, что площадь фигуры (рис. 8) равна удвоен- 
ной площади квадрата со стороной т. 


2 
| 
= 

2 

+ m 

= 


Puc. 8 


Докажите, что разность 111 111 - 222 является квад- 
ратом натурального числа. 


Найдите ошибку в рассуждениях. ПустъафБи 
а — 6 = с. Умножим обе части равенства на а - Ь, получим 
(а — b)(a — b) = c(a — b). Раскроем скобки и получим: a® — 2ab + 
+6’ = ac — be, или a — ab - ac = ab - b° — be. Разложим пра- 
вую и левую части равенства на множители: а(а — В - с) = 
= b(a - b - ©). Сократив обе части равенства на множитель 
(a -6 - с), получим а = b. Итак, любые два различных числа 
равны. 


| | | ) Упражнения для повторения 


690. Разложите на множители: 
а) 7х’ - 42x° + 63х; 
6) (y -— x) - 8(х - y); 
в) 7a + 8a°b - 146 — 6ab’; 
Г) ах’ + 26х* - За - 9c + 3cx’ - 6b. 


691. Упростите выражение: 
а) a(5b - с) — 6бс - а) + са + 7b); 
Ny(ete+)-xy ty t+1)t+ xy (x - y). 
692. Сторона квадрата на 6 CM меньше одной из сторон пря- 
моугольника и на 5 см больше другой его стороны. Какова длина 


2 
стороны квадрата, если его площадь на 14 см меньше площади 
прямоугольника? 
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23. У Решение уравнений с помощью 


разложения на множители 


Рассмотрим примеры решения уравнений, в которых ис- 
пользуется разложение многочлена на множители. При этом 
будем использовать следующее правило: 

. произведение равно нулю тогда и только тогда, когда 
один из множителей равен нулю, а другие при этом не те- 
ряют смысла. 

Пример 1. Решим уравнение 5х" — 15x = 0. 

Разложив левую часть уравнения на множители, получим 

5х(х - 3) = 0. 

Это уравнение равносильно данному, так как его левую 
часть, т.е. выражение 5х” — 15x, мы заменили тождественно 
равным ему выражением 5х(х - 3). 

Произведение 5х(х — 3) равно нулю тогда и только тогда, 
когда равен нулю хотя бы один из множителей. 

В данном случае произведение 5х(х - 3) равно нулю, когда 
ох = 0 илих -3=0. 

Таким образом, данное уравнение равносильно совокупнос- 
ти двух уравнений, т.е. корнями уравнения 5х’ — 15x = 0 яв- 
ляются как корень уравнения 5х = 0, так и корень уравнения 
x — 3 =0. Первое уравнение имеет корень, равный 0, второе 
уравнение — корень, равный 3. 

Запись решения уравнения можно вести так: 

5х’ — 15x = 0, 
5х(х - 3) =0, 
5х = О илих -3=0, 
х = 0 или x = 3. 

Ответ: 0; 3. 

Пример 2. Решим уравнение хз — 8x" + 8x — 24 = 0. 

Разложим на множители левую часть уравнения способом 
группировки. Имеем: 

(х’— 8x”) + (8x - 24) = 0, 
х’(х — 8) + 3(х - 8) = 0, 
(x — 8)(х° + 3) = 0, 
(x - 8) = 0 или (х’ + 3) =0, 
х =8. 

Второе уравнение не имеет корней, так как при любом х 
значение выражения x” + 3 — положительное число. 

Ответ: 8. 
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Пример 3. Решим уравнение 
(2х — 5)(х + 3) = 7x +21. 

Перенесем выражение 7х + 21 в левую часть уравнения 
(изменив его знак) и разложим полученное выражение на мно- 
жители. Имеем: 

(2х — 5)(х + 3) - (7x + 21) =0, 
(2х — 5)(х + 3) - T(x + 3) =0, 
(x + 3)\(2x —-5- 7) =0, 
(x + 3)(2х - 12) = 0, 
х + 3 = 0 или 2x - 12 = 0, 
х = -3 илих = 6. 
Ответ: —3; 6. 
Пример 4. Решим уравнение 
(у’- 5y) = 30y - бу. 
Имеем: 
(у — By) - (30y - 6y*) = 0, 
(у — 5y) + 6(у’ - 5y) = 0, 
(У — 5у(у — 5y + 6) = 9, 
(и’ — 5y) = 0 или (у’ - 5y + 6) = O. 
Решим первое уравнение: 


y(y — 9) = 0, 
у =0 или у=5, 
у, = О и, = 9. 


Решим второе уравнение: 
и -2у-3у+6=0, 
(у’- 2y) - (By - 6) = 0, 
y(y — 2) - dy - 2) =0, 
(у- а)(у - 3) =0, 
y-2=Onnuny-3=0. 


Yn 2,4, = Ss. 
Ответ: 0; 2; 3; 5. 


693. Решите уравнение: 
а) x(x — 10) = 0; 
6) 2x(x + 5) = 0; 
в) (5х + 1)(x - 9) = 0; 
г) (x - 8)(40х + 8) = 0; 
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д) x(x — 2)(х — 3) = 0; 
е) (x + 2)(х + 4)(х - 6) = 0. 


694. Найдите корни уравнения: 


а) х’- 7х = 0; д) 3x" - 1,8x = 0; 
б) x° +x =0; e) 0,5х* + 4x = 0; 
в) 2x° — 3x = 0: ж) 3x°- x= 0; 
г) 5x° + 2x = 0; ах 0. 


695. Найдите множество корней уравнения: 

а) уу — 9) - Ty - 5) = 0; 

6) уу — 2) + 4(2 — у) = 0; 

в) 2’ - 50y = 75 - Зи; 

г) 15y* + бу=5у+2; 

ди — 2y +y-2=0; 

у + 6y -у-6=0; 

2) у + Зу = 8 у" + 24; 

3) у’ — 12 = 3y’ - 4y. 


696. Отметьте Ha координатной прямой числа, являющиеся 
корнями уравнения: 


3 


а) (x + 2) =5 +1; в) (|х|- 3)° +3=|[х}; 


6) (2-#) -4-x; г) 3х | +6 = (2+|х >. 


Сравните больший корень первого уравнения с мень- 
шим корнем второго: 


а) 2" = 4и (3х - 2)? - 6х+4=0; 
6) [5х - 3| =1u 2(х - 1) +1=х. 


698. Докажите, что уравнение: 
a) x(x + 2)(х + 5) — 4х(х + 2) = 0 не имеет положитель- 
ных корней; 
6) (x + 17)(x - 8) = 21(х - 8) не имеет отрицательных 
корней. 


Решите уравнение: 
а) х°- 15х + 56 = 0; в) х’+х- 72 = 0; 
6) x° + 10x +21=0; г) x° - 3x -18 = 0. 
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Решите уравнение: 
а) (x” — 7x)’ + 10(x” - 7x) = 0; 
6) (x° — x)’ - 12(х* - x) =0. 


701. Произведение двух последовательных натуральных 
чётных чисел в 1,5 раза больше квадрата меньшего из них. 
Наидите эти числа. 


Если в трёхзначном числе зачеркнуть последнюю циф- 
ру 6, то число уменьшится на 366. Найдите это трёхзначное 
число. 


Трехзначное число оканчивается цифрой 7. Если эту 
цифру перенести на первое место, то полученное число будет на 
17 меньше утроенного первоначального числа. Найдите данное 
трехзначное число. 


| | | | ) Упражнения для повторения 


704, Докажите, что значение выражения: 
а) 9° — 9* + 9° кратно 73; 
6) О ete a кратно 79; 
B) 10° - 20° кратно 84; 
г) 12° — 18° кратно 37. 


705. Докажите тождество: 
а) a(b — а)(с + а) + а(а — В(а + с) = 0; 
6) (x — 2)(х - 3)(х° — 5x + 6) = (х- 2)°(x - 3). 


706. Прочитайте выражение: 
a) (2a — b)\(2a +5); в) a’ — 0’; 
6) (За + 1)(3a - 1): г) (a — db)’. 


707. Запишите выражение: 
а) произведение суммы и разности выражений 3m и п; 
6) произведение разности и суммы выражений х и 4у; 
в) квадрат разности выражений 2х и т; 
г) разность квадратов выражений 2х и т. 


708. Периметр прямоугольника равен 28 см. Если его дли- 

ну уменьшить на 3 см, а ширину увеличить на 2 см, то его пло- 
2 

щадь уменьшится на 8 см’. Какова площадь прямоугольника? 
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| | | | | ' Контрольные вопросы и задания 


1. Объясните, как наиболее рационально найти значение 
выражения 3,6” - 3,6 1,2 + 2,4*, используя разложение на 
множители. 

2. Объясните, как используется разложение на множители 
при решении уравнения, взяв в качестве примера уравнение 
х- 5х" + Tx - 35 =0. 


| | | | | р Дополнительные упражнения 


к главе 5 





К параграфу 9 
709. Разложите на множители многочлен: 
а) хх + x’: 
sy -yt+y—-y’; 
B) a” +a +a + а’; 
г) 560 — 540 + р20 _ 1; 
д) 2х’ + 4x* + 10x + 20; 
е) Зи’ - 9у’ — Ту + 21; 
ж) Та” - 35a’ - 2a* + 10а; 
3) 36° - 27b'° — 25° + 186. 


710. Разложите на множители выражение: 


a) (2a + 6)5а - 6) - За(2а + 5); 
6) (2х + Ти)(2х - у) — Ty(2x - у); 
в) 2у (у + 3) - 4y(y + 3); 
Г) 27x"(a — 4x) — 18x°(4x _ a); 
д) (a + bic + d) + c(c + d); 
е) (а - by” + c(a — 5); 
ж) (a — 5)" Е a*(b =a); 
3) (a — b)’ — c(b — a)’. 
711. Разложите на множители: 
а) xy = т + х*2- у" 2; 
6) ab’ + a°b + а’са + b’cd: 
в) Та — а - Ta +а’; 
г) 2a” - ба’ — a” + 8a’. 
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712. 


Глава 5. Разложение многочленов на множители 


Представьте многочлен в виде произведения двучлена 


и трёхчлена: 


714. 


715. 


717. 


а) абх — aby - acy + acx + bex — bey; 

6) a’x-—ab+a’b-act+a’c- ax; 

в) 30a°x° — 15b°x’ - 12a” + 66° + 5e’x’ — 2c’; 
г) x* + 2x°y" = 10a’y’" + 8x72" — Bax” — 15a°2’. 


.| Разложите на множители: 


а) a’ + 13а + 30; r) b* + 11b° + 10; 


6) a’ + 7a - 30; д) b* — 96° - 10; 

в) a’ — Та — 30: e) b* + 9b° - 10. 

Вынесите за скобки числовой множитель: 

а) (2х - 4)’; в) (-5а + 106); д) (0,5х + 1); 
2 

6) (3+9); r) (“Be - 6) е) (3-2). 


К параграфу 10 

Вычислите: 
а) 1,7-3,2 + 3,2°+ 4,9 - 6,8; 
6) 0,38° + 1,42 - 0,38 + 1,8 - 9,62; 
в) 0,73° + 0,27 0,73 + 0,27; 
г) 1,6° + 0,8: 1,6 - 2,4 - 2,6. 
Найдите значение суммы: 
а) 4+ 4° + 4 +4* + 4°; 
Бе ae ee 

2 O°. ae a oe 
Докажите, что: 
а) 25' — 5'° кратно 120; 
6) 81' — 27° — 9” кратно 45; 
в) 10° + 10°' + 10°° кратно 555; 
г) 3°° + 3:8 — 3° кратно 267. 


Докажите, что при любом натуральном а значение вы- 
3 2 
ражения a + За + 2a кратно 6. 


Докажите, что произведение двух последовательных 
чётных чисел кратно 8. 


Пусть ab — двузначное число, в котором сумма цифр 
а +6 < 10. Докажите, что число ach, где с =а + b, кратно 11. 
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721. Докажите тождество: 
а) (x + а)(х + b) = x" + (a + b)x + ab; 
6) (x + а)(х + dx +ec)=x°+(atb+c)x’ + 
+ (ab + bc + ca)x + abc; 
B) (х” + ху + yx" =~ xy + у’) = х + ху’ + у; 
г) х + 6х’ + 11x? + 6х = x(x + 1 (ах + 2)(x +3). 
Докажите, что 
(10а + 5) (10а + с) = 100a(a + 1) + be, 
если 6 + с = 10. Пользуясь этой формулой, вычислите: 
а) 32 : 38; в) 66 : 64; 
6) 43 - 47; г) 81 - 89. 
723. Докажите, что если а + В + с = 0, то 
(a + b)(b + с)(с + а) = -абс. 
724, Решите уравнение: 
а) (2х - 1)(3Зх - 1)(4x - 1) = 0; 
6) (2х + 1)(3х' + 1)(4x + 1) = 0; 
в) (x — 8)(х° — Tx - 8) = x? — 8x’; 
г) (2х + 7)(x* + 12x - 30) - 5x” = 2x°(x + 1). 


Решите уравнение: 


a) (2x - 1h=x- 23 mxtx =x t x’: 
6) (ax + 1) = 5(2 +3); e)x—-x'=x°- x’; 
i) 
») [x +3 =2x + 1; mx tx +x+1=0; 
2 
Е 3 2 _ 
9 [+-1 = 3 (7х - 1); з)х -х +x-1=0. 


Первая цифра трёхзначного числа равна 9. Эту цифру 


переставили на последнее место и получившееся трёхзначное 
число вычли из данного. В результате получили 516. Найдите 
данное трёхзначное число. 


Первая цифра трёхзначного числа равна 7, а цифра 
единиц кратна 3. После того как цифры сотен и десятков этого 
трёхзначного числа переставили, получившееся новое трёхзнач- 
ное число оказалось меныше данного на 270. Найдите все трёх- 
значные числа, удовлетворяющие этому условию. 


ФОРМУЛЫ 
СОКРАЩЕННОГО 
ГЛАВА — НОЖЕНИЯ 


В этой главе доказываются формулы быстрого умножения или 
возведения в степень двучленов вида а -биа + 6. Применение 
этих тождеств «в обратную сторону» помогает разложить на 
множители некоторые многочлены, выделить квадрат двучлена 
в квадратном трехчлене. Использование этих формул позволяет 
решать большое количество новых и интересных задач. 


8 11. РАЗНОСТЬ КВАДРАТОВ 
24. Умножение разности двух 
выражений на их сумму 
В некоторых часто встречающихся на практике случаях 
умножение многочлена на многочлен выполняют короче: по 
формулам сокрашённого умножения. 
Умножим разность а и b на их сумму. Применяя правило 
умножения многочлена на многочлен, получим: 
(a - bla + b)=a’ +ab-ab-b =a -b. 
Значит, 
(a — ba + b) =a’ - bd’. (1) 
Это тождество является одной из формул сокращённого ум- 
ножения. 
Произведение разности двух выражений и их суммы рав- 
но разности квадратов этих выражений. 


Пример 1. Найдём произведение разности 8и - 50 и сум- 
мы 8u + Ov. 
Применяя формулу сокращённого умножения (1), получим: 
(8u — 5v)(8u + 50) = (8u)” - (50) = 64u" - 25%. 
Пример 2. Умножим разность x — 2y на сумму x + 2y”. 
По формуле (1) находим: 
(x” = 2y° x" Е 21°) Е (x’) ВИ (2y°) = x = Ay’. 
Пример 3. Представим в виде многочлена выражение 
—3,5m’ — (1,5n — 2m)(1,5n + 2m). 
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Используя формулу (1), получим: 
-3,5т” - (1,5n — 2m)(1,5n + 2m) = 
= -3,5т? — (2,25n" - 4m’) = 
= -3,5m" — 2,25n" + 4m? = 0,5т? - 2,25n’. 


728. Выполните умножение: 


а) (b — с + с); д) (2х - 1)(2x + 1); 
6) (а — х)(х + а); е) (т — 52)(5Е + т); 
в) (у + 4)(у - 4); ж) (1 + 3p)(3p - 1); 
г) (1 + р) - 1); 3) (4y + т)(т — Ay). 


729. Примените формулу сокращённого умножения: 
а) (2т — 0,5)(0,5 + 2m); в) (1,1х — 0,9)(1,1х + 0,9); 


6) (+ 4p)-(4p- =| Г) (Fy +2,5)-(Zy - 2.5}, 


730. Представьте в виде многочлена произведение: 


a) (3m — 2k)(3m + 2k); г) (4x — 5y)(S5y + 4х); 

6) (бр + 5q)(6p - 5q); д) (2a + 9b)(2a — 96); 

в) (10a — 3b)(3b + 10a); е) (3p + 8k)(8k — 3p). 
731. Выполните умножение: 

а) (а° — З)(а* + 3); г) (1,2с° + а)(а - 1,2c’); 

6) (x? + m\(m - x”); д) (5х° — 0,4y’)(0,4y" + 5x”); 

в) (т’ — p*)(m? + р»); е) (2,5a° — 3b*)(2,5a° + 3b’). 


732. Примените формулу сокращённого умножения: 
а) (2x° + 3и)(-2х° + Зи); 
6) (-5n + 3Зр”)(5п + 3p); 
в) (-2x° + 5а^)(-5а* — 2x°); 
г) (-4m* — 8n*)(-4m* + 3n”). 


733. Найдите значение выражения: 
а) (20 — 3)(20 + 3); г) 8,6 : 7,4; 


1 1 3 
6) |10+-—|.110--}; 4—:5; 
›( 5) ( | а > 
в) 102 - 98: е) 2,7 . 3,3. 
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734 


135 


736 


737. 


738. 


739. 


740. 


Глава 6. Формулы сокращённого умножения 


. Представьте в виде многочлена выражение: 


a) (2a°b — 3xy")(2a°b те 3ху’); 
ом 


в) (0,6р’а - 1,1тп”)а,1тп? + 0,6р'а); 
г) ax’ + 0,80%y | [0,80%y _ зал" 


. Выполните умножение: 


а) (x" — у") (х" + у"); в) (m*" — р’)(р" + т”); 
6) (2* + 3°\(3" - 2"); г) (5 — 4") (4°" + 5”). 


. Примените формулу сокращённого умножения: 


а) ("7 ! = yx" 7! ai у”); 


6) (а”" -3 4 Bem + ‘(а _3 = pb?” + ys 
B) (2х“" +5 _ 5" = (2х +5 an Би" - °); 
г) (3p°” -2 у 29” - *\(3p°” ee 2q°" - =): 


Выполните умножение: 

а) 3(4 — т)(4 + т}; 

6) —5(х + уу — x); 

в) 2m(3a — 5)(За + 5); 

г) -10y(2y + 32)(32 - 2y); 

д) 0,5b(4a - 65°)(6Ь° + 4a); 

е) —10x(0,8y + 0,5x°)(0,5x° - 0,8y). 


Представьте в виде многочлена: 

а) Ар(р — с)(с + р): в) 0,2т(4т — k*)(k* + 4m); 
1 

6) -3c(2k + 3c)(3c — 2k); r) —5 (3х + y\(y - 3^°). 


Выполните умножение: 
а) (x — yx + yx" +); 
6) (а + 3)(3 — а)(9 + a’); 
в) (5 + т)(т? + 25)(т - 5); 
г) (1 + 4р”)(2р + 1)(1 - 2p). 


Представьте в виде многочлена выражение: 
а) (2m + 5)(5 — 2m) + 3m’; 
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6) 10 - (4p + 1)(4p - 1); 

в) 3m’ — (2 — 5m)(5m + 2); 

г) (2 + 3х)(3х — 2) - 9x’; 

д) (5 — 4а)(5 + 4a) - 25; 

е) -10a* + (3а° — 26) (6 + 3a’). 


741. Упростите выражение: 
а) (т + 3)(т - 3) - m(m + 1); 
6) 4п(п + 4) - (4 - п(4 4+ 7); 
в) (5a + 6)(6 — 5a) + 25а(а — 5); 
г) -2x(2x — т) + (2x - 3m)(2x + 3m). 


742. Выполните действия: 
а) 10x” - (4х — Па + 4х); 
6) -(7a + 2)(2 - Та) + 4; 
в) (Зт — Ё)(Зт + Е) — 2m(5m — Е); 
г) 5d(4c + 5а) — (2c + 5d)(Sd - 2c). 


743. Представьте в виде многочлена: 
а) (10x + Зу)(Зу - 10х) - (7х - 8y)(7x + 8y); 
6) (Эт — 10k)(10k + 9m) + (9Е + 8m)(9R - 8т). 


744. Решите уравнение: 
а) (2у — 1)(2y + 1) - y(4y + 3) + Sy = 0; 
6) Эт + 8т(5 — 2m) = 9m’ - (5m + бт - 7); 
в) 4х(х - 1) - 8 = (1+ 2x)(2x - 1) - 6x; 
г) —5и + (Зи + 4)(3у - 4) = (4y - 3)(3 + 4y) - Ty’. 


| | | ) Упражнения для повторения 


145. Запишите выражение: 
а) произведение суммы выражений 2х иуи их раз- 
ности; 
6) произведение разности выражений аи Ob и их 
суммы; 
в) квадрат разности 3m и п; 
г) разность квадратов 3m и п. 


746. Прочитайте выражение: 
а) (5х — т)бх + т); в) т? — п"; 
6) (1 + ЗК - 3k); г) (т - п). 


152 Глава 6. Формулы сокращённого умножения 


147. Найдите корни уравнения: 
а) 3m* — 11m = 0; в) -2(x + 5) = 7x’ - 10; 
6) 6p = -7р’; г) 4(n” — 9) = 3(n - 12). 
748. Представьте в виде квадрата одночлена выражение: 
1 4 13 56 
4а; 6) =x’; 0,25у; 1.-т. 
a) 4a ) о В) oY г) ov m 
749. Докажите тождество: 
а) т(х + у) + y(x — т) = х(т + у); 
6) (a — 5)(а + Bb) — а(а — 6b) = D(a — 5. 
750. Решите уравнение: 


bx +1 x 4y -2 


5 
=3- —;3 6 
2° ) 5 
151. Двигаясь co скоростью 15 км/ч, велосипедист приехал 
на станцию за 10 мин до отправления автобуса. Если бы он ехал 
со скоростью 12 км/ч, то опоздал бы к этому автобусу на 5 мин. 
Какое расстояние проехал велосипедист? 


25. У Разложение на множители 


разности квадратов 








а) x — -1,5 = 2y - 2,6. 


В тождестве (a — b)(a + b) = а’ — b’ поменяем местами левую 

и правую части. Получим тождество 
а’ - b° = (a — b)\(a + b), (1) 

которое называется формулой разности квадратов. 

Тождество (1) применяют для разложения на множители 
разности квадратов двух выражений. 

Разность квадратов двух выражений равна произведению 
разности этих выражений и их суммы. 


Пример 1. Разложим на множители выражение x” — 25. 

Представим выражение x — 25 в виде разности квадратов и 
воспользуемся формулой (1). Получим: 

х’ — 25 = x’ - 5’ = (x - Б)(х +5). 
Пример 2. Разложим на множители многочлен 
64m” - 9n’. 

Представим выражение 64m° — 9n’ в виде разности квадра- 

тов и затем применим формулу (1). Будем иметь: 
64m* - 9n* = (8т)* - (3п)* = (8т — 3n)(8m + 3n). 


$ 11. Разность квадратов 153 


752. Разложите на множители многочлен: 


а) тг — п; в) 900 -— р’; д) x’ - 1,21; 


6) а? - 4; г) #*- 625; é) = - п?. 


a+b 


753. На рисунке 9 изображён 
квадрат со стороной а, из которо- 
го вырезан квадрат со стороной 6. 
Используя этот рисунок, разъясни- 
те геометрический смысл формулы 
а’ - b = (а — Б(а + b) при а > 0, 
6 > иа > 6. 





754. Представьте в виде произве- 
дения многочлен: 


а) x° — Oy’; д) 25x" — 49y’; 

6) 49m’ - п’; е) 0,36m" — 25n’; 
в) 0,64 — 4k’; ж) 0,81x" - 1,21y’; 
oe 2 3) 9 ,2_ 49 pe 

г) 27p x; ) =p 1k’. 


755. Разложите на множители: 


a) xy” - 16; д) 0,81p* — 4a°b’; 

6) 36 - a’b’; е) 9Эт’п” — 0,01p’; 

в) тп? - 0,09; ж) 0,044? — 0,09a°n’; 
16 _ 122. 3) ath? — отр 

г - k? р?; 3) аъ отр’. 


756. Найдите значение выражения: 


а) 61° - 39°; г) 5,8” - 94,27; 
2 _ 2. 3 4 = 2 
6) 45° - 55°; д) (13) (2) 


2 в да. 5 ты ar 
в) 13,62 — 3,6’: е) (33 [18]. 
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757. 


758. 


759. 


760. 


761. 


762. 


763. 


764. 


Глава 6. Формулы сокращённого умножения 


Найдите значение дроби: 


24’ 197 3917 7,4? - 2.6? 

а) 2 2 ; 0) 2 2 ; B) 2 2. 
182 — 6 70? — 35 11,22 - 8,8 

Решите уравнение: 

а) х’- 25 = 0; г) 0,36 - 0,81m’ = 0; 

6) 36 — т’ = 0; ие 

в) 22 +n? = | е) 111 о- 4x? = 0. 

Разложите на множители многочлен: 

а) т’ - 4; ж) 36a‘ — Ь°; 

6) 16 -р;; 3) 16m* — 121n*; 

B) а’ — b’: n) O, 01" _ 25n°: 

Г) ие у; к) 100x" — 9у 

д) 49m* — 25; л) 9a°b’ — 4х*; 

е) 4 - 81р’; м) 36т° — 49Ё*п°. 

Представьте в виде произведения: 

а) 7 — 1,44; B) ' ‚21р’ — a’; д) 0,04a°- 0,25’: 

6) +m? — п4 г) 1 oY" — 4а*; e) 22m’ — 64n*k?, 

их в виде произведения: 

а) met i у"; г) у” 2k И we 2, 

6) 54P = 3°". д) Ax” -6 _ 9” + °, 

в) ат" es "+? е) 0,49а° `` -— 0,815“? *?, 

Разложите на множители: 

а) (х+и) - 2°; ж) (За + 1)* - 4; 

6) (х-у’-2; 3) 9- (2 — 5b)’; 

B) т? —(n + k)’: и) Ax” - (1- 3x)’; 

Г) т’ — (п — k)’; K) (2m + 3) ~ 9m’; 

д) (a + 4)’ - 16; л) 16a” — (3a - 1)’: 

е) 100 — (10 — n)’; м) 25m’? — (2x + 3m)’. 

Представьте в виде произведения: 

а) 81 - 4(р + 3)’; г) 4y" — 9(5y - 1)’; ;. 

6) 9(4 — x)’ - 16; д) Эа* — 16(4a - 3)’; 

в) 16(2x + 1)? - = e) 25(5т + п)? - 4п?. 


Найдите корни уравнения: 
а) (2x - 1) - 3*= 0; в) (2 — 3х) -1-=0; 
6) (x + 2) -25=0; г) 16 - (х- 3) = 0. 
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765. Разложите на множители: 
a) (x+y) - (x - yy 
6) (2m — п)’ —(m + 2ny; 
в) (8n + 2p)’ — (5p — 2n)’; 
г) 4(3x - 2y)’ — 9(4x + 3y)’; 
д) 100(6a + 3b)’ - 81(3a + 2b)’; 
е) 49(5х* + 8)’ - 36(4x’ - 1)’. 


2. 2 
Что можно сказать о числах т и п, если т =n? 


767. Решите уравнение: 
а) (x + 1)° - (2x - 1)? = 0; 
6) (4х + 8)’ - (8x - 1) = 0; 
в) (2 — x)’ — 4(8x + 19 = 0; 
г) (5 — 2x)’ - 9x +1) = 0. 


768. Докажите, что при любом натуральном значении п 
значение выражения: 
a) (Зп — Ay — п? кратно 8; 
6) (п + 9)° - (п- 7) кратно 32. 


769. Докажите, что разность квадратов двух последователь- 
ных нечётных чисел кратна 8. 


Докажите, что при любом натуральном значении п 
значение выражения (п + 1 — n° есть нечётное число. 

В школе Пифагора (VI в. до H. 3.) 
эту задачу решали «на камушках» с 
помощью «квадратных» чисел. Это ре- 
шение легко увидеть на рисунке 10. 


771. Сторона одного квадрата на 
2 см меньше стороны другого квад- 
рата, а разность площадей этих квад- 
ратов равна 24 cM. Найдите сторону 
большего квадрата. 


Найдите ошибку в рассуж- | Рис. 10 
дениях, приводящих к выводу: любое 


число равно своему удвоенному значению. Пусть дано произ- 
2 2 

вольное число п. Запишем для него верное равенство п — n = 

=п —п.. Вынесем в левой части за скобку множитель п, а пра- 





156 Глава 6. Формулы сокращённого умножения 





вую часть разложим на множители по формуле разности квад- 
ратов, получим равенство n(n - п) = (п — п/(п + п). Сократив 
обе части равенства на одинаковый множитель (п — п), получим 
п =п+ п, т. е. п = 2n. 


| | | | | ) Упражнения для повторения 


773. Представьте в виде квадрата одночлена выражение: 
a) 9т*; в) 0,81a’; д) 49р’; ж) ab’; 
6) 25n'; г) 0,165; е) 0,64т’; 3) 16а’. 
114. Представьте в виде многочлена выражение: 
а) 4х* — (2х + 1)(1 - 2х); 
6) (7 - За)(За + 7) + 10а’; 
в) Зт” + (4m — 3p)(4m + 3p); 
г) (2a + 5b)(5b — 2a) — 205". 
775. Докажите тождество: 
а) a — b° - (а+ь)' = -25а +5}; 
6) (a -—Ь)° - (а — b*) = —2b(a — 5). 
776. Разложите Ha множители многочлен: 
а) т’+ Зт’п- 2mn - 6п’; 
6) -2a° + 4a°b* + ab — 25. 


777, Решите уравнение: 











= oe х 2x-1 _ Х+Т., 
ий _ т. 5+3 _ 1-2 __ 
6) 2 oe 3m о} г) 10 == 13. 


778. Два поезда двигались навстречу друг другу. Через 
0,5 ч после встречи расстояние между ними стало равным 
60 км. Найдите скорости поездов, если у одного из них скорость 
на 20 км/ч больше. 


| | | ) Контрольные вопросы и задания 


1. Чему равно произведение разности двух выражений и их 
суммы? Запишите ответ в виде формулы и докажите её. 

2. Чему равна разность квадратов двух выражений? Приведи- 
те пример. 
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КВАДРАТ СУММЫ 
$ 12. И КВАДРАТ РАЗНОСТИ 


26. у Возведение в квадрат 
суммы и разности 


Представим в виде многочлена квадрат суммы а ub. Для 
этого степень (а + b)° запишем в виде произведения и применим 
правило умножения многочлена на многочлен: 

(a+b) = (а+в(а+ь =а’ +аб+а+ьЬ =a’ + 246 +Ы. 

Значит, 

(a +b)’ =a’ + 26 +Ь. (1) 

Полученное тождество является ещё одной формулой coKpa- 
щённого умножения. Её называют формулой квадрата суммы 
двух выражений. 

Квадрат суммы двух выражений равен квадрату первого 
выражения, плюс удвоенное произведение первого и второго 
выражений, плюс квадрат второго выражения. 


Пример 1. Представим выражение (5 + 3x) в виде MHO- 
гочлена. Применяя формулу (1), получим: 


(5 + 8x) = 5°+2.5. 3х + (3х)' = 25 + 30х + 9x’. 
Пример 2. Возведём в квадрат сумму —2a + 1. 
Выражение (-2а + 1) является квадратом суммы выраже- 

ний —2а и 1. Используя формулу (1), найдем: 
(-2а + 1)° = (-2а)* +2: (-2а) -1+17 = 40° - 4а+1. 
Возведём в квадрат разность а и 6. Представив степень 
(a — b)’ в виде произведения и выполнив умножение, получим: 
(а-5) = (a — b)(a — b) = a” — ab - ab + b° =а-2+ыЫ. 


___, Рюронйю — 4. ae 
fucrirlinca in Ouas ptea dinifa ад qd су Duc tori? i 


| loipfa a ¢ Died cy застою prisi Ис чане 
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Фрагмент страницы из Il книги Евклида «Начала» Ill B. до н. 9. с reo- 
метрическим доказательством тождеств квадрата суммы и квадрата 
разности. 
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Значит, 

(a — b)’ =a’ — 2а6 + №. (2) 

Полученное тождество позволяет быстрее возводить в квад- 
рат разность двух выражений. Его называют формулой квадра- 
та разности двух выражений. 

Квадрат разности двух выражений равен квадрату перво- 
го выражения, минус удвоенное произведение первого и второ- 
го выражений, плюс квадрат второго выражения. 

Формулу (2) можно получить из формулы (1), представив 
разность а и OD в виде суммы аи ~—D: 

(a — b) = (а + (-b))’ =a" + 2a: (-5) + (-5)* =a" - 2ab + O°. 

Пример 3. Возведём в квадрат разность 4m - 3. 

2 

Применяя формулу (2) к степени (4m - 3), получим: 

(4m - 8)° = (4m)? -2.:4т- 3+ 3? = 16m’ - 24т + 9. 

Пример 4. Представим в виде многочлена выражение 
4х(х — y) - (2x - y)’. 

Выполнив указанные действия, получим: 

4х(х — и) - ie = у)" = 4x" — Axy - (4х = a, + и“) = 
= 4х" — Axy - Ax” + 4xy - у" =-y 


779. Формулы квадрата суммы и квадрата разности доказа- 
ны во Ц книге Евклида «Начала». Используя рисунки 11 и 12, 
разъясните геометрический смысл формулы: 


8 3 
> > 
а b a 
b 


Puc. 11 Puc. 12 
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а) (a +b)’ = а” + 2а6 + №, гдеа> 0, b> 0; 
6) (a — b)’ =a’ - 2ab +b’, глеа>Ь> 0. 


780. Представьте в виде многочлена: 
а) (З+р); в) (0,4 +4); = a) (-x + yy’ 
6) (c — 2); r) (k — 0,5)'3 e)(-m—n). 
781. Какие из выражений (-т — п)", (-т + п)’, (п - m) a 


(-п — m) тождественно равны выражению: 
а) (т — п); 6) (т + п)? 


782. Используя формулу квадрата суммы или квадрата раз- 
ности, найдите значение выражения: 
а) (40 + 1)’; в) 101’; д) 48°; ж) 3,5°; 
6) (30 - 1)’; г) 99°; е) 52°; 3) 10,1". 


183. Найдите значение выражения: 


2 
а) 232; в) 812; д) 1,32. ж) [35 
2 
6) 19°: г) 49”; e) 1,97; 3) (42) 
784. Сравните с единицей число: 
792 + 852 194? + 103? 
a) 5; 6) >. 
(79 + 85) (194 — 103) 
785. Представьте в виде многочлена: 
а) (Зи + 2)’; д) (3х — 2y)’; 
6) (3 — 2y)’; е) (5a + 4b)’; 
в) (6m — 5)’: ж) (6m + 5k)’: 
r) (4k + 3)’; 3) (3p — 4c)’. 
786. Преобразуйте в многочлен: 
a) (2a + 7b)’; г) (2x - 0,2y)’; 
2 
6) (За — 555 д (2т-э]; 


1 : ty 
B) (5x Bs 2y) ; e) [4m = т] : 
787. Преобразуйте в многочлен: 
а) (4т? + 5n)’; в) (2х* + 5y*)’; 
6) (8c - 2р°); г) (7y° — 3p’); 
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2 
’ 


1.2 _ 4,3 Piet bah 
a) (42 4y° | в) (Fat + за? |. 


188. Представьте в виде многочлена: 


а) (3 + 5x) - 9; г) (-7k + 1)" + 14k: 
6) 25 — (4m - 5)’; д) 40° - (1- 6c)’ + 1; 
в) Эр” - (4 + 3p)’; е) (8 + 7y)° — 49" - 60. 
189. Выполните действия: 

1 2 , 1)’ 1 : 
a) 5 (10m - 1) — 20m: в) 0,5 2р+5] -7P; 
6) 24k — (ЗЕ + 4)’: г) Зе + (26 и 2) 

3 : 3\ 4 | 


190. Докажите, что разность между квадратом числа, кото- 
рое не делится на 3, и единицей делится на 3. 


191. Раскройте скобки: 
а) (2x" + у’); 
1 2 
6) 5a a 2h2n it) | 


792. Упростите выражение: 
а) 4(т — 1) - (2m + 1)’; 
6) (1 — 3c)’ + 3(2е + 1); 
в) k(2 — 5k) - (2 - 8k)’; 
г) (7х + 4)° - 4x(5 - 2х); 
д) (р + 6)(6 — p) + (p + 2); 
е) (с — 4)’ - (с — 10\(e + 10); 
ж) (x + З)(х - 3) - (x + 5): 
3) (1-2) - (2y - 3)(2y + 3). 


793. Докажите тождество 
х(и + z)° + Ye x) Ax у)’ — 4хуг = 
= (х + и(у + zz + x). 


794, Найдите значение выражения: 
а) (2х — 3)(2х + 3) - (2х - 1) прих = 2,25; 
6) (За — 4)" + (3 + 4a)’ при а = -7; 
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195. 


в) 2y(8y + 1) - (4y - 1)’ при y = 1,8; 
г) (За + 2)° + 6(3 — 2a) при a = -3; 


д) (4x + 3)(4х - 3) - (4х + 5)? npu x = -0,5; 


е) (5p — 2) + (3p - 2)(3p + 2) при р = -0,1. 


Решите уравнение: 

а) (7 — x) - (x + 8)(х - 8) = 43; 

6) (3m + 4)(3т - 4) - (8m + 5)’ = -11; 
в) (6x + 1)° - (6x — 1) = 0; 

г) (4 — 5p)’ = (3 - 5p)’ - 3; 

д) 4x(4x - 8) - (4x + 7) = 39; 

е) (6 — 5m)” — 10m(2,5m + 1) = 8; 

ж) (2a — 5)? - (2a + 3)* = -80; 

3) 32 + (2k + 1)? = (2k - 3)’. 
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Докажите, что если х и у не кратны 3, то разность 


x - и кратна 3. 


C97. 


При каком значении т: 


а) квадрат суммы выражений т и 1 на 32 меньше 


квадрата их разности, 


6) квадрат суммы т + 5 на 8 больше квадрата разности 


т — 3? 


798. Отрезок длиной 20 см раз- 
делён на две части, и на каждой 
из них построен квадрат (рис. 13). 
Найдите стороны квадратов, если 
разность их площадей равна 


40 cm’. 


799. Если сторону квадрата 
увеличить на 4 см, то его площадь 


2 
увеличится на 32 cm’. Какова сто- 


рона квадрата? 


800. Докажите тождество: 


а) (a + b) + (a — by’ = 2a’ + 5); 
6) (a + b) - (a — b)’ = 4ab. 


Puc. 13 
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801. Представьте в виде многочлена: 
а) 5(2 - Зи°)' - 15y’; в) 4пр” + 2p(n — 2p*)’; 
6) —4х(1 + 2х3)? + 15х; г) 402” - (3+ 52’)? + 10. 


802. Преобразуйте в многочлен: 


а) (x — y) (x + y); г) (2a + 4)°(2a - 4); 
6) (x — y\(x + у); д) (с — 8m)'(3m + c)’; 
в) (1 — 5n)(4m + 3); е) (a + 2b)*(2a - b)’. 
803. Представьте в виде многочлена выражение: 
а) (а +6 - 2)(а+ь + 2); в) (а +с- 5)(а-с+ 5); 
6) (х - и- 3)(х -и+3)}; г) (x -а+ 8)(х +а-8). 


804. Докажите, что при любом натуральном значении п: 
2 
а) значение выражения (3п - 1) — 1 кратно 3; 
2 2 
6) значение выражения (п + 5) — п кратно 5. 


| | | | ) Упражнения для повторения 


805. Разложите на множители: 


а) 16m* — 25n’*; B) (2a + 3) - 4; 

6) 0,09a* — 9b’; г) 36 — (1 — 5x)’. 
806. Представьте в виде многочлена: 

а) (3х + 11) ли - 3х); в) (5а° + 1)(5a’ + 2); 

6) (6х - 1 - 6x); г) (4x” - 3)(4х° + 3). 
807. Решите уравнение: 

(2а+1)? _ (3а-2)? _.. 2.1 _ (65-17 
a) — gs 1; 6)(x+5)°+1 а 


808. Две машинистки должны напечатать отчёт объёмом 
60 страниц. Через 1 ч 15 мин совместной работы они напеча- 


2 e 
тали 3 отчёта. Сколько страниц в час печатала первая маши- 


нистка, если известно, что вторая печатала за час на 2 стра- 
ницы больше (производительность труда машинисток считаем 
постоянной)? 


809. Два слесаря за 2 ч совместной работы выточили 46 де- 
талей. Какова производительность труда каждого рабочего, если 
первый вытачивает на 1 деталь в час больше? 
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27. у Разложение на множители 


с помощью формул квадрата суммы 
и квадрата разности 


Возьмём формулы квадрата суммы и квадрата разности. 
В каждой из них поменяем местами левую и правую части. По- 
лучим новые формулы: 
а’ + 2ab + 5’ = (a + b)’; 
а’ — 2ab + Ь' = (а-ь". 
Они показывают, как трёхчлены вида а’ + 2а6 +В’ и 
а’ — 2ab + b” представить в виде квадратов двучленов, т.е. раз- 
ложить на два одинаковых множителя. 


Пример 1. Разложим на множители многочлен 
x + 6х + 9. 
Первое слагаемое является квадратом х, третье — квадра- 
том числа 3, второе — удвоенным произведением х и 3, так как 
x + бх+9=х+2.-х-3+3°. 
Поэтому: ; : 
x + бх + 9 = (х +3). 
Пример 2. Разложим на множители многочлен 
25m” — 40m + 16. 

Первое слагаемое представляет собой квадрат выражения 
5т, третье — квадрат числа 4, а второе — удвоенное произве- 
дение 5т и 4 со знаком «минус». Следовательно, 

25т” — 40m + 16 = (5m) — 2-5m-4+ 4° = (5т - 4)’. 


810. Представьте в виде квадрата двучлена трёхчлен: 


а) с° + 10с + 25; г) 36 - 12а + a’; 
6) т’ — 16m + 64; д) p’ + 36 — 12p; 
в) 4 —4x + x’; е) 81 + т’ + 18m. 

811. Разложите на множители многочлен: 
а) 100m’ — 100m + 25; д) 16x” + 81y’ — 72xy; 
6) 16 + 24x + 9x’; е) 44bc + 1210" + 4c’; 
в) 1 — 12p + 36p’; ж) 4х? + 12xy + 9и?; 


г) 49a” + 42ab + 96; 3) 25a” — 20ab + 40°. 
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812. 


813. 


ство: 


814. 


Глава 6. Формулы сокращённого умножения 


Найдите значения выражений: 

а) х’+4х+4 при x = -12; 98; —1,8; 

6) у* - 10у + 25 при у = 15; -15; 45; 
2. 

3; 

г) 40с + 16 + 25° при с = 0,6; 1,2; -1,2. 


в) 9m*° — бт + 1 при т = -3; re 


Докажите, что при любом значении X верно неравен- 


а) х’- 22х + 12120; 6)-1+4х-4х’ < 0. 


Подставьте вместо переменных х и у такие одночлены, 


чтобы получилось тождество: 


a) (2a — x) = 4q’ — y + 9b’: 
6) y — 10ab + 25° = (a + x)’. 


1815. | Измените один из коэффициентов квадратного TPex- 
члена 4x° - 6x +9 так, чтобы его можно было представить в 
виде квадрата двучлена. Сколько решений имеет задача? 


816. 


817. 


818. 


819. 


Решите уравнение: 


а) 4x° + 4x +1=0; г) 0,5" - 3n + 4,5 = 0; 
i ls Milnes д) 25x" - 20x + 4 =0; 
в) g 9-0: e) 3p + 2р+3-0. 


Найдите множество корней уравнения: 
а) 4х* - 4х +1=х* + бх + 9; 

6) 9х" + бх+1=х' - 4х+4; 

в) 4х’ + 4х +1 = 9x" - 12х +4; 

г) 4 - 4х + x° = 25x° + 10x +1. 


Представьте в виде квадрата двучлена выражение: 
1 1 
a) ст’ — 4m + 36; в) Эр" — 2p + д; 
4 
6) 3 pa ae ae 1G: г) 36 + 8k + Gk’. 


Разложите на множители выражение. 
а) 4х* — 12x + 9; в) 16 — 8ab + a’b’: 
6) 49а? + 28а6? + 4b’; г) т + 2т2и? + n°; 
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д) 1 - 6c’ + 9c’: ж) 9 + ба’ь +а'5’; 
е) 9х° + о + a 3) x” — баху’ te 9a’y’. 


820. Докажите, что если x + и = 5, TO значение выражения 
x’ + 2ху+и - 3x - Зи - 9 равно 1. 

821. Докажите, что если а + b = 0, то значение многочлена 
а’ + Gab + 55° + 1 равно 1. 


4 3 2 
822. Докажите, что уравнение x — 3x —- 2х —-5х+1= 0 не 
имеет отрицательных корней. 


Найдите ошибку в рассуждениях. Рассмотрим верное 
равенство 1 — 3 = 4 - 6. Прибавив к обеим частям равенства 
9 


9 9 
число 4’ получим 1-3 + 1 =4-6+ 1° Легко видеть, что 


правая и левая части являются полными квадратами, T. eC. 


2 2 
[ — 3 = [2 — :) ‚ Следовательно, [ — 4 = [2 — 5) ul = 2. 
2 2 2 2 


824. Длина прямоугольника равна 12 cm. Его площадь на 


2 ы е 
36 cm больше площади квадрата со стороной, равной ширине 
прямоугольника. Найдите сторону квадрата. 


| | | | у Упражнения для повторения 


825. Представьте в виде многочлена выражение: 
а) (10р - 7)’; в) (2m — 11k)’; 
6) (6 + 5k)’; г) (3c + 4d)’. 
826. Решите уравнение: 
а) (2х — 9)' = (2х - 3)(2x + 3); 
6) (5y — 2)’ - (5y + 3) =5. 
827. Упростите выражение: 
а) (12т — 1)(3т + 2) - (6т + 1)’; 
6) (4a + 3)" + (За + 2)(4а + 1). 
828. Найдите значение выражения: 
а) (5х — Ty) - (7х - 5y) при х=Зиу= -1; 
6) (4х + Зиу)' - (8x + 4у)' прих = -3,5 wy = 1,5. 
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829. Разложите на множители: 
a) 100m* - п’; ва -ь; 
6) 81х* — 4у°; г) 4a* — 96°. 


830. Расстояние между поездами, идущими навстречу 
друг другу, равно 300 км. Через 1,5 ч оно сократилось до 90 км. 
Найдите скорости поездов, если у одного из них скорость 


1 
В I раза больше. 


28. у Квадратный трёхчлен 


< 2 2 2 
Каждый из многочленов bx” — Зх + 7, -2x° + бх -Ти4х -3 
we 2 
является многочленом второй степени вида ax + bx + с, гдех — 


переменная, а, b и с — числа. В первом из них а = 5, b= -3 
ис = 7, во втором а = -2, 6 = бис = -1, в третьем а = 4,0=0 
и с = -3. Такие многочлены называют квадратными трёхчле- 
нами. 


Определение. Квадратным трёхчленом называется 
2 

многочлен вида ax + фх + с, где х — переменная, а, Бис — 
числа, причём а < 0. 


Числа а, 6, с называются коэффициентами квадратного трёх- 
члена, при этом коэффициент а перед x” называется старшим 
коэффициентом, а число с — свободным членом квадратного 
трехчлена. Заметим, что а # 0, а другие коэффициенты могут 
быть равны нулю. Так, выражение 3х" + ах, содержащее только 
два слагаемых, является квадратным трёхчленом, поскольку его 
можно записать в виде 3x + 2х + 0. 

С квадратными трёхчленами мы встречались при разложе- 
нии многочленов на множители по формулам сокращённого 
умножения. Так, при разложении на множители квадратного 
трёхчлена х’ + 6х +9 получается квадрат суммы х и 3: 

х’ + бх+9=х' +2.х.3+ 37 = (х +3). 

Не всякий квадратный трёхчлен можно представить в виде 
квадрата суммы или квадрата разности. Однако любой квадрат- 
ный трёхчлен ах” + bx + с, в котором а = 1, можно записать 
в виде суммы квадрата двучлена и некоторого числа или, как 
говорят, выделить из такого квадратного трёхчлена квадрат 
двучлена. 
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Пример 1. Из квадратного трёхчлена x” — 8x + 19 выде- 
лим квадрат разности двух выражений. 

Слагаемое х* будем считать квадратом первого выражения х. 
Слагаемое —8x представим в виде удвоенного произведения пер- 
вого и второго выражений со знаком «минус», т.е. —2х : 4. 
Прибавим и вычтем квадрат второго выражения 4 и перепишем 
третье слагаемое, Получим 


х* — 8х + 19 =x -2х-4+4* - 4* + 19 = 
= (х- 4)" - 4* + 19 = (х- 4)° +3. 


ws 2 
Таким образом, из квадратного трёхчлена x - 8x + 19 вы- 
2 
делили квадрат разности (х - 4). 


Пример 2. Из квадратного трёхчлена х’+ 3x - 1 выде- 
лим квадрат суммы двух выражений. 


Слагаемое x* будем считать квадратом первого выражения xX. 
Слагаемое 3x представим в виде удвоенного произведения пер- 
3 
2 
квадрат второго выражения и перепишем третье слагаемое. 
Получим: 


вого и второго выражений, т.е. 2x +: =. Прибавим и вычтем 


x + 3х —1= + 2x: -1= 


2 2 
= cane -2-1=(2+15 _3i 
2 4 2 4 
Выделение квадрата двучлена из квадратного трёхчлена 


применяется при разложении квадратных трёхчленов на мно- 
жители и при решении некоторых других задач. 


>| GO 
>1© 


9 
а = 


Пример 3. Разложим на множители квадратный Tpex- 
член х’+ 4х +3. 

Выделим из квадратного трёхчлена х’ + 4х +3 квадрат дву- 
члена и применим формулу разности квадратов. Получим: 


х’+ 4х +3 =х'+2х.2+4-4+3= 
= (х + 2))-1=(x+2-1)4%+2+1)= 
= (х + П(х + 3). 


Пример 4. Разложим на множители квадратный трёх- 
2 
член 3x +х-2. 
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Вынесем за скобки множитель 3 и из полученного в скобках 
квадратного трехчлена выделим квадрат двучлена: 


3х” + а-я - в - 
хх = 3 3} 7 


2 2 
wef 420-3 6 (2) ne -2)- 
6 6 6 3 
| 2 
~al(++ 3) в -afx+i-2)2+5 +2) = 
6 36 6 6 6 6 
= a(x - S| + 1) = (8x - 2) + 1). 


Пример 5. Докажем, что из всех прямоугольников 
с периметром 16 см наибольшую площадь имеет квадрат со 
стороной 4 см. 

Пусть одна из сторон прямоугольника равна х см, тогда 
смежная с ней сторона равна (8 — x) см. Площадь прямоуголь- 
ника равна х(8 — x) cm’. Раскрыв скобки в выражении x(8 — <x), 
получим квадратный трёхчлен —х* + 8х. Преобразуем его: 

=x" + 8х = —(х” — 8х) = -(х - 2x -4 + 16 - 16) = 
= —((х - 4)’ - 16) = -(х - 4)’ + 16. 

Значение выражения —(х — 4)" + 16 зависит от слагаемого 
—(х - A)’, которое принимает отрицательные значения или рав- 
но нулю. Площадь прямоугольника имеет наибольшее зна- 
чение, когда выражение —(х — Ay равно нулю. Это возможно 
лишь при х = 4. Если одна из смежных сторон прямоугольника 
с периметром 16 см равна 4 см, то и другая сторона равна 4 см. 
Значит, прямоугольником, имеющим наибольшую площадь, 
является квадрат. 


831. Укажите коэффициенты квадратного трёхчлена: 
а) 4х + 3x°4+1; в) x’ —4 +4 2х; 
61-х- 2x’; г) —x* — 5х. 
832. Выделите квадрат суммы или разности из квадратного 
трехчлена: 
а) х’+ 10x - 20; в) х’-б5х - 4; 
6) х’- 6x + 15; г) txt. 
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833. Выделите квадрат двучлена из неполного квадратного 
трёхчлена: 


а) x" + 4х; 6) x? — 6x; B) x? + (x Г) x” — x, 
834. Разложите Ha множители квадратный трёхчлен: 

а) х’-х- 6; в) х’- 8х + 15; 

6) x° + 3х - 4; г) x° + 8х + 12. 
835. Представьте в виде произведения: 

а) 3x° + Ox + 6; Г) 6x" - 11x - 30; 

6) —x° ~ 5х + 14; д) sa - 35x + 3; 

2 1 2 2 
в) 4x° — 16x + 7; e) 3% + 23% — 16. 


836. Докажите, что при любых значениях X: 
а) квадратный трёхчлен x - 14х + 50 принимает лишь 
положительные значения; 
6) квадратный трёхчлен —х" + бх -11 принимает лишь 
отрицательные значения; 


5 m 1 2 
в) квадратный трёхчлен gx + 2х — 9 не принимает 


положительных значений; 
& 2 2 
г) квадратный трёхчлен 2x — 8x + 9 не принимает OT- 
рицательных значений. 


u oe 2 
837. При каком значении х квадратный трёхчлен x + 10x + 
+ 32 принимает наименьшее значение? Найдите это значение. 


838. Найдите наибольшее значение квадратного трёхчлена 
2 
—х - 2x + 7. Какому x соответствует это значение? 
839. При каком значении х квадратный трёхчлен: 
2 
a) x + 6x + 5 принимает наименьшее значение; 
2 
6) -x° + 4x + 1 принимает наибольшее значение? 


840. Найдите наибольшее или наименьшее значение квад- 
ратного трёхчлена: 


а) -х’-х-2; в) 5х? -х+15; 
6) x” — 0,6x +2; г) -3x° - 6x + 1. 


Забором длиной 64 м нужно огородить прямоугольный 
участок наибольшей площади. Каковы должны быть размеры 
участка? 
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[842. | Прямоугольный участок земли одной стороной выходит 
на пруд. Вдоль трёх других сторон требуется поставить забор 
длиной 60 м. Какие размеры должны быть у этого участка, чтобы его 
площадь была наибольшей? Вычислите площадь. 


| | | | ) Упражнения для повторения 


843. Верно ли, что при любом значении х принимает поло- 
жительное значение выражение: 


а) (x - 7); в) (x — 9)’ + 3; д) 5(1 — x)’ + 1; 
6) (8 + x)’; г) 4 —(x + 2)’; е) (x + 10)° - 1? 


844. Какие из выражений: a) —5х": 6) —(х + 2): в) -1-(х+ 3); 
г) —2(x + 1)’ — 3; д) —(Зх + 5)" + 8 принимают отрицательные 
значения при любых значениях х? 


845. Расстояние между двумя автомобилями, движущими- 
1 
ся навстречу друг другу, равно 300 км. Через 1. ч оно сократи- 


лось до 100 км. Найдите скорости автомобилей, если у одного 
из них скорость больше на 20 км/ч. 


846. Два автомобиля двигались навстречу друг другу. Через 
2 ч после встречи расстояние между ними стало равным 280 км. 
Найдите скорости автомобилей, если у одного из них скорость 
меньше на 10 км/ч. 


29. у Квадрат суммы нескольких слагаемых 


Возведём в квадрат сумму а + 6 + с. Для этого представим 
степень (a +6 + cy в виде произведения и применим правило 
умножения многочленов. Получим: 

(at+tbt+clf=(atbt+olatbteo= 
= а’ + аб + ас + аб + Ь* + вс +ас + е+с' = 


=a’? +b’ +c’ + 2ab + 2ac + 2%с. 
Значит, 


(а + с =а’ + +с + 2а6 + 2ас + 2%с. (1) 


Используя формулу (1), можно быстрее возводить в квадрат 
любой трёхчлен. 


$ 12. Квадрат суммы и квадрат разности 171 


Квадрат суммы трёх выражений равен сумме квадратов 
этих выражений, сложенной со всеми удвоенными произведе- 
ниями выражений, взятых по два. 


Пример 1. Возведём в квадрат трёхчлен 2а + т + 3k. 
Используя формулу (1), получим: 


(2a + т + 3k)’ = (2а)* + т? + (8k) + 2° 2a-m+2>- 2a: 3k+ 
+2.-т . 3k = 4a’ + т’ + 9m* + 4am + 12ak + 6mk. 


Пример 2. Возведём в квадрат трёхчлен 3m — бп — 2k. 
Выражение 3m - 5п — 2k представляет сумму 3m, —5n и —2k. 
Применяя к квадрату этой суммы формулу (1), получим: 


(Зт — 5п — 2k) = 9т* + 25п7 + 4k” — 30тп - 12тЕ + 20nk. 


Возведём в квадрат сумму а + 6 + с + а. Можно посту- 
пить так же, как и для трёх слагаемых: представить квадрат 
суммы в виде произведения и перемножить многочлены. Но 
интереснее рассмотреть другой способ — способ замены пе- 
ременных. Если обозначить сумму а + b+ с через x, то ра- 
венство будет выглядеть так: (а + + с + dy’ = (x + dy’ = х’ + 
+ 2xd + а‘. Применив обратную замену, получим: x” + 2ха + 
+ 4* = (а+6+ с)* + 2d(a + +с)+ 4”. Воспользовавшись 
формулой для квадрата суммы трех слагаемых и раскрыв 
вторую скобку, окончательно получим: (а +6 +с+ а)“ = а* + 
+b’ + с” + 2а6 + 2ас + 2be + 2ad + 26а + 2са + d’. 

Можно было бы ввести двойную замену переменных: обо- 
значить а + b= x,c + 4а=уи рассмотреть квадрат двучлена 
(х + у). Выведите формулу квадрата четырёх слагаемых, ис- 
пользуя двойную замену, самостоятельно. 

Итак, 


(а+Б+е+а) =а +в + с + а? + 2а6 + 
+ 2ас + 2аа + 26с + 26а + 2cd. (2) 

Формула (2) читается так же, как и формула (1). 
Квадрат суммы четырёх выражений равен сумме квад- 


ратов этих выражений, сложенной со всеми удвоенными 
произведениями выражений, взятых по два. 


Для тождеств квадрата суммы и разности двух выражений, 
квадрата суммы трёх, четырёх и т.д. выражений можно дать 
одну формулировку. 
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Квадрат суммы нескольких выражений равен сумме 
квадратов этих выражений, сложенной со всеми удвоенны- 
ми произведениями выражений, взятых по два. 


Пример 3. Возведём в квадрат четырёхчлен x — Зу + 
+ 2z - 4и. Применяя формулу (2) к степени (x - зу + 22 - Au)’, 
получим: 
(x — Зу + 22 — 4u)” = x” + (-8y)” + (22) + (-4и) + 
аж (ву) ах 2222-х: (42а dy) 22+ 
+ 2 -(-8y) - (-4и) + 2 -22- (-4и) = x” + 9у' + 42° + 
+ 16u°- Oxy + 4xz — 8хи - 1l2yz+ 24yu - 162u. 


HHH у Упражнения 


847. На рисунке 14 изображён квадрат со стороной а + В + с, 
разбитый на прямоугольники. Используя рисунок, разъясните гео- 
метрический смысл формулы 

(a+bt+c) =@ ++ с" + 2а6 + 2ас + 2be 
при а > 0,6 >0, с>0. 








848. Представьте в виде многочлена: 
2 
а) (2a + 3b + Ac)’; г) [52° — 4k — 5m) : 
6) (y — 2x + 5)’; д) (т + 2n+ БЕ + py’; 


i 2 i 2 
в) (4p + 3q- 2); e) (4p + 5q-u-3). 
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ж) (2a — З6 + с*- dy’; 3) (т* + ab - 3п + 4)". 


849. Выполните действие: 
ах + x" 9; 6) (a"** — 2а"** + 8a"*”y’. 


850. Упростите выражение: 
а) (x + 2y + z)- 2(2ху + xz + 2у2); 
6) (Зт -п- Е) + 2(3mn + 3mk — nk); 
в) (4a + 2b - 3) - (4a — 2b + 3)’; 
г) (c? + 2c +3) + (ec? - 2c - 8) - Ac? + 2Y’. 


851. Докажите тождество 
(а+ь+ с) +Ь  - 2ас = (а-+ в + (6 +с). 


852. Докажите, что значение выражения 
2 2 3 
(х - 2x — 2) - (x — 4x + 8) 
не зависит от значений переменной х. 


853. Докажите, что если (x -— уу + (и- 2)" + (2 - x)’ ss 


= (х+у- 22) +(yt+2- 2x) +(2+x-2y), Tox =y =2. 


854. Представьте в виде квадрата трёехчлена выражение: 


а) х’ +и +4 + Qxy + 4х + 4y; 
6) а’ + 45° + 1 - 4ab + 2а - 4b. 


Докажите, что при любых значениях а, D и с мно- 
гочлен: 
а) а’ + 95° + c’ — Gab — 2ас + 6be принимает неотрица- 
тельные значения; 
6) a’ + 45" — 4ab - 10а + 200 + 26 принимает положи- 
тельные значения. 


| | | | ) Упражнения для повторения 


856. Разложите на множители: 
а) 4х* - 12x + 9; 6) 1- 14а + 49a’. 
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857. Решите уравнение: 
а) (2х + 5) - (2х - 5)° - 13 = 27; 


_ (10x +1)? _ 
4 


| | | ) Контрольные вопросы и задания 


1. Чему равен квадрат суммы двух выражений? 

2. Чему равен квадрат разности двух выражений? 

3. Сформулируйте определение квадратного треёхчлена и 
приведите примеры. 

4. Покажите на примере, как разложить на множители 
квадратный трёхчлен. 

5. Чему равен квадрат суммы нескольких слагаемых? 


6) (5х -1)° - 2 3. 


КУБ СУММЫ И KYB PASHOCTH. 
§ 13. СУММА И РАЗНОСТЬ КУБОВ 


30. у Возведение в куб суммы 
и разности 


Представим в виде многочлена куб суммы а и 6. Для 


этого можно записать степень (а + b)° в виде произведения 
(а + 6)(а + Б)(а + 65) и применить правило умножения много- 
члена на многочлен. Однако проще представить эту степень в 
виде произведения (а + b)*(a + 6) и применить сначала фор- 
мулу квадрата суммы, а затем правило умножения многочле- 
нов. Получим: 


(а+5) =(a + by (a + b) = (a’ + 2ab + (а + b) = 
=a’ + 2a°b + ab’ + a’b + 2ab’ +b’ =a° + 8a°b + Bab’ + O°. 
Значит, 
(a + b) = а? + За? + За" + Ь. (1) 

Полученное тождество называют формулой куба суммы. 

Куб суммы двух выражений равен кубу первого выра- 
жения, плюс утроенное произведение квадрата первого 
выражения и второго, плюс утроенное произведение пер- 


вого выражения и квадрата второго, плюс куб второго 
выражения. 
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Пример 1. Представим выражение (3х + 2) в виде мно- 
гочлена. 


Применяя формулу (1), получим: 


(3x + 2)° = (8x) +3: (3х) 2+3. 3х. 2+2 = 
= 27x° + 54х* + 36х + 8. 


Пример 2. Возведём в куб двучлен -2а + 1. 

Выражение (-2а + 1)° является кубом суммы выражений 
—2а и 1. Используя формулу (1), находим: 

(-2а + 1)" = (-2a)’ +3. (-2a)-14+83-(-2a)-1°+1°= 
= -8a° + 12a° - ба + 1. 

Возведем в куб разность а и 6. Представим выражение 
(a -ь5)* в виде произведения (а-5)*(а - b) и применим сначала 
формулу квадрата разности, а затем правило умножения много- 
членов. Получим: 


(а-5)'= (a — b)*(a — b) = (a’ — 2ab + b’Y(a — b) = 
= a° — 2a°b + ab’ -— a’b + 2ab’ — b° = a® — 3a°b + Bab’ - №. 
Значит, 
(a — b)’ =a’ - 3a°b + 3ab’ - b’. (2) 

Полученное тождество называют формулой куба разности. 

Куб разности двух выражений равен кубу первого вы- 
ражения, минус утроенное произведение квадрата первого 
выражения и второго, плюс утроенное произведение пер- 


6020 выражения и квадрата второго, минус куб второго 
выражения. 


Формулу (2) можно получить иначе, если рассматривать 
выражение (a — b)° как куб суммы а и —b. Тогда по формуле (1) 
получим: 

(а - b) =a’ + 3а*(-5) + 3a(-b)* + (-5) = 
= a’ — 8a°b + 3ab’ — в. 

Пример 3. Возведём в куб разность 2x - 5. 

Применяя формулу (2), получим: 

(2х — 5)” = (2x)°- 3+ (2х) -5-+3-2х. 5-5 = 
= 8х° - 60x" + 150х - 125. 
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858. Ha рисунке 15 изображён куб с ребром а + 6, разбитый 
на восемь прямоугольных параллелепипедов. Используя этот 
рисунок, объясните геометрический смысл формулы 


(а+5)° =a° + 3a°b + За" + 5 


при а > Обиб> 0. 





859. Представьте в виде многочлена выражение: 


860. 


861. 


а) (т + п)’; д) (10 - a)’; 
6) (т — п)’; е) (p + 3); 
в) (x - 1); ж) (0,1 + у)’; 
3 
г) (2 + k)’; 3) | _ ;| | 
Преобразуйте в многочлен выражение: 
а) (-т + п)’; в) (-х — и); 
6) (-2 +8); г) (-0,5 + р)". 


Представьте в виде многочлена выражение: 
а) (2т — 3n)’; в) (3х + у’); д) —(2с — k*)’: 
6) (5a + 25); г) (р’- 2k)’; е) —(т’ + 3p)’. 
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862. Преобразуйте в многочлен выражение: 


3 
a)(4p +h); № (2x- By);  Ю[т-т]; 
3 
6) (38m — к)"; г) (4х + Зи); е) [m? + zn , 
863. Представьте в виде многочлена выражение: 
а) (х” + 1)’; в) 4(х” '+ 3х); 
6) (3 = x"); r) —2(x" a 8 x ). 
864. Упростите выражение: 
a) (x + у)* Е у); в) (т -— п) + Зтп(т - п); 
6) (x+y) - (х- и; г) Зтп(т + п) - (т + п). 


865. Представьте в виде многочлена выражение: 
a)(p+q) -рФф-@а); 
6) Зу(х + y) + (х-у; 
в) (т -— п) — т - n)(m* +mnt+ п”); 
г) (т + п)(т” — mn + п”) — т - п). 
866. Упростите выражение: 
а) (2x + и) - бхи(2х + и}; 
6) 27y"(x — у) - (x - By)’; 
в) (За — Ь)° - За(За - b)’; 
г) З6(а + 3b)° - (a + 3b)”. 
867. Докажите тождество: 
а) (х+у’-х-у = 8xy(x + y); 
6) Зхи(у — x) = (х-у-ж чи. 
868. Найдите значение выражения: 
а) x° - и — 3xy(x - у при х = -18 иу= -28; 
6) Зхи(х + у) + х' + у при x = -33 uy = 23. 
869. При каких значениях х и и верно равенство: 
а) (x - у’ =(у-х); 
6) (х-у=х-и; 
в) (x — и)’ =(y - x)? 
870. Решите уравнение: 
а) (2х + 1}: = 4x°(2x +3); 6)27ха-х)=(1- 3х). 
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| | | ) Упражнения для повторения 


871. Решите уравнение: 











х 2х 5х +1 2х —1 
а) з-- =1; в) а 
3m 5m 8-—3m 5m 5 
6) a -2= 7 7 10; Г) р) 6 6 


872. Двузначное число содержит в первом слева разряде 
на 3 единицы больше, чем во втором. Если сумму цифр этого 
числа разделить на 5, то в остатке получится 2, а в частном на 
1] меньше, чем единиц в первом справа разряде. Найдите это 
двузначное число. 


873. В координатной плоскости постройте ломаную ABCDE 
с вершинами в точках А(-3; -1), B(1; 3), ССЗ; -3), D(4; 09), 
Е(О; —4) и укажите координаты общих точек ломаной: а) и оси 
ординат; 6) оси абсцисс. 


874. Запишите в виде выражения: 
а) квадрат разности 2х и 5у; 
6) разность квадратов 3m и 2n; 
в) куб суммы X и 2y; 
г) сумму кубов 2a u 6; 
д) куб разности Op и 8; 
е) разность кубов 3p u 4. 


31. $ Разложение на множители 
суммы и разности кубов 


Формулы куба суммы и куба разности двух выражений яв- 
ляются формулами сокращённого умножения. Рассмотрим ещё 
две формулы сокращеённого умножения. 

Умножим разность а — 6 на выражение а’ + ab + b’, назы- 
ваемое неполным квадратом суммы a и 6. Оно отличается OT 
квадрата суммы а и Db, т.е. выражения а’ + 2ab + 5", тем, что в 
него входит произведение а и Ь вместо удвоенного произведения 
au b. Теперь выполним умножение: 

(a — Ва + ab +5) =а + a’b + ab’ фа - ab’ —- b° =a’ - b’. 

Значит, 

(a — ba? + ab+b’*)=a'* - bd’. (1) 
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Произведение разности двух выражений и неполного квад- 
рата их суммы равно разности кубов этих выражений. 


Пример 1. Представим в виде многочлена произведение 
(2% у)(4х” + 2ху + у’). 

Множитель 2х - у представляет собой разность 2x и у. 

Множитель 4х” + 2ху + у есть неполный квадрат суммы 2х 
и у, так как он равен квадрату 2х, плюс произведение 2х и у, 
плюс квадрат у: 

4х’ + 2xy + и‘ = (2x)? + (2x)y + y’. 
По формуле (1) данное произведение 
(2х — у)(4х* + 2xy + у) 

равно разности кубов выражений 2x иу: 

(2х - y)(4x° + 2xy + y’) = (2х) - у = 8х° — у. 

Умножим сумму а + Db на выражение а^ — ab + b’, называемое 
неполным квадратом разности аи: 

(a + Б(а’ - ab +b’) = 
=а‘ ба’ + ab’ + а - ab’ +b’ =a’ +b’. 
Значит, 
(а+ь(а’ -ab+ b*)=a° +d’. (2) 

Произведение суммы двух выражений и неполного квадра- 
та их разности равно сумме кубов этих выражений. 

Пример 2. Представим в виде многочлена произведение 

(3x + 2у) (9х7 - 6xy + 4y’). 

Один из множителей произведения есть сумма выражений 3х 

и 2y, а другой — неполный квадрат их разности, так как 
9x” — бху + 4y” = (3x)” - (3x)(2y) + (29). 
По формуле (2) данное произведение 
(Зх + 2у)(9х* — бху + Ay’) 
равно сумме кубов выражений 3x и ду: 
(3x + 2) (9х' - бху + 4y’) = (3х) + (2у) = 27х° + By’. 

В каждом из тождеств (1) и (2) поменяем местами левую и 

правую части. Получим тождества: 


а’ - В = (а-В\(а’ + ab +b’); (3) 
а + b° = (a+ b)(a’ — ab + 0’). (4) 


Разность кубов двух выражений равна произведению раз- 
ности этих выражений и неполного квадрата их суммы. 
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Сумма кубов двух выражений равна произведению сум- 
мы этих выражений и неполного квадрата их разности. 


Формулы (3) и (4) дают возможность представлять в виде 
произведения сумму и разность кубов двух выражений. 


Пример 3. Представим в виде произведения выражение 
1000m* - 27n’. 
Представим выражение 1000т° - 27n* в виде разности кубов 
и применим формулу (3). Получим: 
1000m* — 27° = (10т)* - (3) = 
= (10m — 3n)(100m* + 30mn + 9п”). 


Пример 4. Разложим на множители многочлен 8p° + 
+ 0,001q”. 
Представим выражение 8р* + 0,0014° в виде суммы кубов и 
воспользуемся формулой (4). Получим: 
8p + 0,0014° = (2р)* + (0,19)° = 
= (2p + 0,14)(4р* — 0,2ра + 0,019”). 


875. Запишите неполный квадрат: 
а) суммы хиу; в) разности 5a и 2b; 
0) разности s ut; г) суммы 0,3m и 10п. 
876. Представьте в виде многочлена: 
а) (т — п)(т* + mn + п”); 
6) (х+у(х ~ хучу); 
в) (р’- pg + gp +9; 
Г) (n° + т’ + тп)(т - п). 
877. Преобразуйте в многочлен выражение: 
a) (8x + k)(9x" — ЗхЕ + Е“); 
6) (р — 5q)(p" + 5р4 + 254'); 
в) (2a — 1)(4а’ + 2a + 1); 
г) (3 + 25)(9 — 6b + 45°). 
878. Представьте в виде многочлена: 


а) (1 — т)(1 + т + m’); в) (2 — 3Е)(4 + 6k + 9k’); 
6) (x + 4)(х* — 4x + 16); г) (За + 2)(9а* - ба + 4). 
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879. Запишите в виде многочлена: 
1 _ 1,2 2). 
a) Е 2а | + За + 4а } 


6) [3m + 5} 9m? -Ит+ i} 
в) (5m — 3п)(25т? + 15mn + 9n”); 


г) [2 а + 3b |( $a? — 2ab + 9b? } 


д) (5 + 2* (1 ~k+ an? 


e) [8p _ 8 [92° +р+ 5} 

ж) (4a + 5b)(16a" - 20ab + 25°); 

3) (5 x- ay 42 + a xy + и} 
880. Разложите на множители: 

а) т? — n°: в) ~q® +6; 

би +и; г) р’ + 2°: 
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д) 1 + тз; 
е) а? - 1. 


881. Представьте выражение в виде суммы или разности 


кубов и разложите его на множители: 
а) х°- 1000; в) 8и° + 27; 
6) 125 + m’; г) 64 - 8a’; 


882. Представьте в виде произведения: 


1 3. тв 
а) 3 + 8х’; в) 57Р а; 
13 3 1 3 
6) 8 — gm; r)p + эта 
883. Разложите на множители: 
а) an = b°”: B) x3" -3 | 3bn- 3. 
6) a 4 b**. r) x 3k +3 +y™ + Г. 
884. Представьте в виде произведения: 
а) т’ - a B) x + у; 
6) 64 а; гр т -п; 
885. Разложите на множители: 
a) 1 - mn’; B) 8 + m'n’: 
6) a’x’ + 1; r) pg = 2A; 


д) 1- 216р’; 
е) 27т? + 1. 


д) 0,008a° - 5; 


е) m> + 0,064п°. 
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886. Докажите, что значение выражения: 
а) 638° + 612° кратно 625; 
6) 18° 9° кратно 7. 


| | | | ) Упражнения для повторения 


887. Представьте в виде многочлена: 
а) (2х - 5)° - 2х(2х — 1)(2x + 1): 
6) 27a‘(a + b) - (8a +b)’. 

888. Решите уравнение: 


1 3 
а) gx’ — че + $x-1=0; 


6) 8х° + 12x° +6х+1=0. 


889. В трёх кусках 75 м ткани. В первом куске в 1,5 раза 
больше ткани, чем во втором и третьем вместе. Сколько ткани в 
каждом куске, если во втором на 10 м больше, чем в третьем? 


32. у Разложение на множители 


разности п-х степеней 


Мы вывели формулы для разложения на множители разнос- 

тиа' —b прип=2ип= 3: 
а’ -Ь = (а-в(а+Ь, 
а’ - В = (а - bla’ + ab+ D’). 

Аналогичную формулу можно получить для п = 4: 

а’ - В“ = (а — b’)(a" + b’) = (a — ва + 6(а' + 5°) = 
= (а — Б(а* + a’b + ab’ +Ь). 

Итак, 4 4 3 2 2 3 

а -6 = (а-5)(а +аб+аб +6). 

В каждом из рассмотренных случаев мы представляли раз- 
ность а’ - В" в виде произведения разности а - b и некоторого 
многочлена. В структуре этого многочлена хоропто просматри- 
вается определённая закономерность: многочлен состоит из п 
членов и расположен по убывающим степеням буквы а, степень 
каждого члена равна п — 1, коэффициент каждого члена равен 
единице. 

Можно предположить, что для п = 5 справедлива формула 

а’ — в = (a — ba’ + аъ + ab’ +аб+ь). 
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Действительно, 
(a — Ба +аъ + ab’ + а’ +b )=a +аь+а’ь” + 
+ a’b’ + ab* — a‘b — a’b’ — a’b® — ab’ — b’ =a’ - b’. 
Вообще при любом пЕ М 
а” — Б" = (а — (а ‘ча “b+... ча" "+5 `°). 
Чтобы убедиться в этом, перемножим многочлены в правой 
части равенства: 
(а-В (а * +a" +... ча" "+5" ‘= 
=a"+a" +... а’ ?+ ab" *- a" ’d- 
"46° — ...- ab" '- b” =a" — b". 
Из формулы разности п-х степеней нетрудно получить фор- 
мулу суммы п-х степеней с нечётным показателем п. 
При нечётном натуральном показателе п сумму a’ + 5’ можно 
представить в виде разности а” - (-5)". Применяя к этой разно- 


сти п-х степеней выведенную формулу и заменяя в ней 6 на -6, 
получим формулу суммы п-х степеней с нечетным показателем: 


а” + b"= (a + ba" '- а’ Ъ +... - а * +b" *). 


Частным случаем этой формулы является известная вам 

формула суммы кубов: 
а + =(a+ ba - а +b’). 

Заметим, что сумму а’ + b” при чётном п нельзя представить 
в виде произведения двух множителей, один из которых — дву- 
член а +6, а другой — многочлен. 

Допустим, что a’ +В" = (a+b): P,raene Nun — чётное 
число, а Р — некоторый многочлен. 

Это равенство не является тождеством, так как, например, 
при а = 1 иф = -1 его левая часть будет равна 1” + (-1)" = 2, а 
правая равна 0. 


7 7 
890. Разложите Ha множители разность а — b и выполните 
проверку с помощью умножения. 


—@ 


891. Разложите на множители: 
а) а’ = b°: B) 1- р’; д) 16а’ - b*: 
6) x’ — 1; г) a’ — 128; е) 32x° — у. 
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892. Докажите, что значение выражения: 


а) 81° - 3°° кратно 6; г) 121° — 2° кратно 9; 

6) 13° - 4° кратно 11; д) 9'° + 19° кратно 100; 

в) 17°" - 49° кратно 10; е) 101"° — 64° кратно 99. 
893. Разложите на множители: 

а) а’ +b’; в) b' + 1; д) 128 + x’; 

бх+и; г) р’ + 243; е) 32m’ + 1. 


894. Докажите, что при любомп € М№значение выражения: 
а) 2.4" + 5""*' кратно 7; 
6) 7” ** + 3-9" кратно 10. 


| | | ) Упражнения для повторения 


1 2 
895. Докажите, что выражение 4х - 2x + 4 не принимает 
отрицательных значений. 


896. Решите уравнение: 
а) (2х — 1)° - 4x°(2x - 3) = 1,1; 
6) (3x + 2)° - 27x*(x + 2) = 12. 


897. 897. В координатной плоскости отметьте все точки с коор- 
динатами (x,; y,), где X, — корень уравнения x? + 6x* — 4х - 
— 24 = 0, у, — корень уравнения (и + 3) + 2(y + З)(у - 2) + 
+ (и- 2)” = 0. Сколько таких точек? 


33. У Применение различных способов 


разложения многочленов 
на множители 
Мы рассмотрели три способа разложения многочленов на 

множители: вынесение общего множителя за скобки, группи- 
ровка членов многочлена, применение формул сокращённого 
умножения. Рассмотрим примеры, в которых потребуется 
применять не один из этих способов, а несколько. В таких 
случаях следует попытаться вынести за скобки общий мно- 
житель. 


Пример 1. Разложим на множители многочлен 
3х - Зху. 
Вынесем за скобки общий множитель 3х. Имеем: 
3х’ - Зху’ = 8x(x° - и’. 
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2 2 2 2 
В полученном произведении 3x(x -— у) множитель х -у 
можно разложить по формуле разности квадратов. Значит, 


3х — 3xy" = 3x(x° — у”) = 3x(x — у(х + y). 
Пример 2. Разложим на множители многочлен 
18 т’ — 48m + 32. 
Вынесем за скобки общий множитель 2. Получим: 
18m” — 48m + 32 = 219m’ - 24m + 16). 


2 
Многочлен 9m - 24m + 16 можно представить в виде квад- 
pata разности 3m - 4. Значит, 


18m” — 48m + 32 = 2(9т? - 24m + 16) = 2(3m - 4)’. 


Пример 3. Разложим на множители многочлен 
2 2 2 
x + 2xy + y = 2. 


Представим сумму трёх первых членов в виде квадрата сум- 
мы x Hy: 


x’ + хи = (ху - 2’. 
Применив формулу разности квадратов, получим: 
x + 2хучу -z =(х+у’-2г = 
= (х +у- 2)(х +у+ 2). 
Пример 4. Разложим на множители многочлен 
3 2 
у — 38y + 6y — 8. 


Сгруппируем первый член с последним, а второй член с тре- 
тьим и выполним разложение на множители: 


y — Зи +6у-8= (у - 8) - (3y" - 6y) = 
= (у-2)(/ + 2y + 4) - Зиу - 2) = 
= (у- 2) + 2y + 4 - 8y) = 
= (у-2)у -y + 4). 
Пример 5. Разложим на множители многочлен 
2a* + 30a° + 150а” + 250а. 


Сначала вынесем общий множитель за скобки, а затем при- 
меним формулу куба суммы. Имеем: 


2a* + 30а* + 150а* + 250а = 
= 2а(а° + 15а? + 75a + 125) = 2а(а + 5)’. 
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898. 


899. 


900. 


Разложите на множители многочлен: 


а) бт’ — 6n’; ж) 12a° - 270°; 

6) —-3a° + 36°; 3) 50т* — 8n’; 

B) ху — x2"; и) 5х° - 45х; 

г) 4am’ - 4an’; к) 64y — 4y’; 

д) 5x” - 45; л) 8a° — 2ab’; 

е) 81 - Qp’; м) —63mn* + 28m”. 
Выполните разложение на множители: 

а) т — т’; г) 3a° — 3a; ж) 8х? — 2x: 

6) р’ = р’; д) 4n* — An’: 3) 9х° — 25х; 
B)-y +; е) —Tx" + Tx’; и) 18m* — 32m‘. 


Докажите, что разность между кубом натурального 


числа и самим числом кратна 6. 


901. 


902. 


903. 


904. 


905. 


Разложите на множители: 


а) Tp" = 7q°: e) —m” + т’; 

6) am* — an’: 2K) бп” — бп; 

в) 32 — 50y’; 3) 50х° — 18x: 

г) 27x" — 12y’; и) ~48a* + 27a°b’. 

д) а’ -а; 

Представьте в виде произведения: 

а) x* - у; в) а — a’: д) 2a°b — 2b’: 
6) 81 — m’; г) 3х° - 3x; е) 3a°b — 3ab’. 


Докажите тождество 

x? — y? = (x — yx + yx’ +) + y'). 
Решите уравнение: 
а) х-х’ = 0; в) х — x° = 0; 
6) 4y° -и= 0; г) Oy — 4y* = 0. 
Разложите на множители: 


a) 5m” — 10mn + 5n’; г) 12a” + 36ab + 270°; 
6) 20p — 50 — 2p’; д) 36x” — 48xy + 16y’; 
B) —9х* — 6x — 1; е) За” + 8a°b + 2ad’. 
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906. 


907. 


908. 


909. 


910. 


911. 


912. 


913. 


914 


915 


Выполните разложение на множители: 
а) Tx” — 42x + 63; в) 28х° - 84xy + 63y’; 
6) 80 + 40a + 5a’: Г) 2а* — 20a°b + 50ad’. 


Решите уравнение: т 
а) 11х° + 88х + 176 =0; 6) 2y’- 6y+ 4, —0. 


Разложите на множители: 

а) 15а + 106 - 5ab - 30; 

6) 75 + 15п — 12mn - 60m; 

в) -80k + 30 - 10p + 10kp; 

г) 12x° + 12y - 16x - 9хи; 

д) -15a° - 60ab + 48b + 12а; 
е) -24т° — 24n — 16m — 36тп. 


Выполните разложение на множители. 


а) т’ + тп — тп — т; в) 6x"y + 3x” — 6x" - Зхи; 
6)p - ра + р - ра; г) 2kp’ — 4Е* + 4Ё*р — 2Ер. 
Представьте в виде произведения многочлен: 
а) т’ — x" — 2xy - y’: в) 4-х’ + 2ху-и; 
6) a’ + b° — c* - 25; г) 94° — b° — 24a + 16. 
Выполните разложение на множители: 
а) x’ — и’ + 8x - Зи; г) 4x” — 4y’ + 3x + Зи; 
6) 4а + 4b - a’ +b’; д) 6a” — 65° + 5a — 5d; 
в) т’ — 5m — п? + 5п; е) Зт - Зп + 9m’ - On’. 
Разложите на множители: 
а) х’ — ху-хчи; в) р’ — pk’ — 3k’ + 3p’; 
6) 4а — ab’ + 4b - 5; г) be” — - + 2b’. 
Разложите на множители: 
а) x° + 8x7 + 3х +2; в) 7a +а’+а+т: 
6) у — by’ + 5у- 1; г) 86° + 36° — 3b - 8. 
. Выполните разложение на множители: 
5 3.2 23 5 5 3 2 
ajx -ху-ху +y;3 в) а`-4а - 8a + 32; 
6) т’ + тп? + m’n* + n’; г) 27 —- 27p" te р? = p. 
. Представьте в виде произведения: 
1 
а) Ax* — 9 3 B) хе + 2x*y° + у’; 


6) оу + Зи; г) а’ — 16a° + 64. 
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916. Разложите на множители: 
а) 16m* + 2m; B) а — a‘b’ + a®b® - ab’: 
6) ЗЕ — 81k’; r) a’b — ab’ — ab + BY. 
917. Разложите на множители: 
а) (х’ + у)" _ Ax*y’; 6) Aa*b’ — (а’ + b*)’. 
918. Докажите, что при любом натуральном п значение вы- 
ражения: 
а) (п + 21)° —(n+ 4)° кратно 17; 
6) (п + 48)° — (п + 7)* кратно 41; 
в) (п + 8)° — (n — 3) кратно 18. 


919. Докажите, что значение выражения: 


а) 5-7 °- 5 кратно 30; 
67.3" +7 кратно 28. 


| | | | | ) Упражнения для повторения 


920. Докажите, что выражение принимает лишь положитель- 
ные значения: 


а) 4 + 22 + 2°: б) x° — 4х +5; в) 2х’ — 6x +5. 
По упорядоченному ряду данных 
2; 2;...:2; 3;3;...;3; 4;4;...;4; 100, rnene №, 
RI gpa Ah a В ИН Е 
п п+1 n+2 
определите его объём, размах, среднее арифметическое и Me- 
диану, если: 
а) п = 3; 6) п = 8; в) п = 20. 
Что происходит с каждой из характеристик при увеличении 
значения п? 


922. Найдите значение выражения: 
a) (8m — 3)(8т + 3) - (4m + 3)(16m - 3) 
при т = 10; -1,5; 
6) (bx + Т(Зх + 7) - (4х + 7* при x = -9; 0,7. 


923. От дома до станции фермер доехал за 30 мин. На об- 
ратном пути он увеличил скорость на 25 км/ч и поэтому за- 
тратил на 10 мин меньше. С какой скоростью ехал фермер от 
дома до станции? 
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| | | | ) Контрольные вопросы и задания 


1. Чему равен куб суммы двух выражений? 

2. Чему равен куб разности двух выражений? 

3. Чему равно произведение разности двух выражений и не- 
полного квадрата их суммы? 

4. Чему равно произведение суммы двух выражений и не- 
полного квадрата их разности? 

5. Чему равна разность кубов двух выражений? Напишите 
формулу. 

6. Чему равна сумма кубов двух выражений? Напишите 
формулу. 


| | | | $ Дополнительные упражнения 
к главе 6 


К параграфу 11 


924. Представьте в виде многочлена: 


а) (13 — 2а)(2а + 13); д) (-2a° + 3)(2a° + 3); 

6) (3х* + 5)(5 — 3x”); е) (5с° — 4)(4 + 5с°); 

в) (4m* - 1)(4m‘ + 1); ж) (2а° + 3b°)(3b’ - 2a”); 

г) (7х° + 2)(7x°* — 2); 3) (-6p — 5q°)(6p - 59°). 

925. Найдите значение выражения: 

а) 206 . 194; в) 9,3 . 10,7; д) 30 = | 29°; 
3 1 4 3 

6) 197 - 207; r) 30,2 - 29,8; е) 49; - 507. 


926. Преобразуйте в многочлен: 
а) 2ху(х — yx + у); 
6) —3a°b(a + b)(a — b); 
в) 5m(m* + 4)(4 — т”); 
г) —4a°(1 - 2а^)(2а* + 1); 
д) (x — Bx + 5)(х' + 25); 
e)(2-a\(2+a°y4 + a’); 
ж) (т’ + 1)0т? + 1)0т? - 1); 
3) (3 - 2р°)(4р' + 9)(2p* + 3). 
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927. 


928. 


929. 


930. 


931. 


932. 


Глава 6. Формулы сокращённого умноже, 


Упростите выражение: 

a) (2m — 1)(2т + 1) - тат + 5); 

6) 8(2x* - 3) - (1 + 4x)(4x - 1); 

в) (За + 5)(За - 5) + (а + 6)(4 - Qa); 

г) (10m — 7)(10т - 3) + (10m + 3)(3 - 10m); 
д) (2у + 1)(2у — 1) - (2y + 5)(2y - 5); 

е) (6a — 7)(7 + ба) + (7 - 8a)(8a + 7). 


Разложите на множители: 


49 


4 2. 4 it A 4. 
6) 0,81а* — 0,495"; д) 1 a‘ -2 ; сб; 
4 9 6 Т 2 
в) gm т. е) 2,25т - 157. 
Найдите значение выражения: 
5 52° — 37° ‚ 39° - 36° 
57° — 32° ar - 30° 
41-17 39° -27 
37°-21° 45°-21° 
Разложите на множители: 
а) 16х - 81y’; в) +m — 1; 
81 
6) 48а* — 30°: г) 32 — те. 
Представьте в виде произведения: 
а) (2х - 3)’ - 9; д) (5х + 4) - (4x - 5); 
6) 16 - (5 - 6a)’; е) (7 - 3p)’ - (8p + 1); 
в) (4х + 7)? - 25x’: ж) (9a + 4)" - (3 + 8a)’: 
г) 49т? — (Зт + 4)’; 3) (10k - 11)” - (4k - 6)’. 


Разложите на множители: 
a) 4(2а + 1)° - 9a’; 

6) 25х° — 16(3х — 5)’; 

в) 36m’ — 9(10m + 3)’; 

г) 16(5k - 11)° — 100k’; 

д) 81(2k + 1) - (k - 3)’: 
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e) (8p — 5) - 9(3p + 2)'; 
ж) 4(2x + 9) - 4(x — 7)’; 
3) 64(2 — 5a)’ - 25(6a - 5)’. 
933. Найдите значение выражения: 
а) (2х — 3): {9х = 2)" pu x = 11; 
6) (4a + 5b) - (За + 4b)’ приа=9иь= -8. 


934. Докажите, что при любом натуральном п значение вы- 
ражения: 
а) (Зп + 2)" - (3n + 1)’ кратно 3; 
6) (5п + 1)° — (5п - 1)’ кратно 20; 
в) (п + 2) —-(n- 1) не кратно 6; 
2 2 
Г) [15 + 3] _ [1 + 2] не кратно 3. 
Упростите выражение 


(а + 1)(a* + 1)(а' + 1(а' + па" + ца" + 1). 


936. Какой цифрой оканчивается разность 
квадратов двух двузначных чисел, из которых 
одно оканчивается цифрой 3, а другое — циф- 
рой 7? 


Длина прямоугольника на 5 см боль- 
ше его ширины. На двух смежных сторонах 


этого прямоугольника построены квадраты, 

„ 2 wo 
разность площадей которых равна 85 cm’. Най- 
дите площадь прямоугольника. 


Из квадратного листа жести сделали 
коробку, вырезав по углам квадраты со сторо- 
ной 6 см и загнув получившиеся края (рис. 16). 
Найдите размеры листа и объём коробки, если 
площадь её дна на 456 см’ меньше площади лис- 
та жести. 





К параграфу 12 
939. Представьте в виде многочлена выражение: 


2 2 
а) [fm + : : в) [2 +30] . 


2 2 
11 2 
т | -р-44|; 
3 sr] 5 (2 a] 
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940. 
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2 
д) (0,5a — 4ab)’; и) aa ~ Я 
1 3 : 
е) (0,6cd + 5d)’; K) [зи + залу! | : 
4 1 : 
ж) (8m° — 0,2mn)’; Jt) Е x*y? — 2х" у у ; 
1 1 Г 
3) (6xy + 0,3х°)"; м) [Зиля + mn) : 


Найдите одночлен, при подетановке в равенство KOTO- 


рого вместо т получается тождество: 


а) (8x + my Qx* — ЗОху + 25y"3 
6) (т - 2a)’ = 49b° - 28ab + 4a’; 
B) (m + dy) = x" — Sxy + 16y’; 

г) (8p — 2m)° = Op” + 24pk + 16k’; 


2 
д) | 2a + ый = 4а° + аь + т“; 


2 
а ee в 
е)[1=-3 у тг — ху t+ oy. 


941. Может ли при каких-либо значениях переменной быть 
верным равенство: 
а) (2х + 5)? = 4x7 + 25; в) (4m + 5)° = 16m* + 29; 
6) (ЗЕ — 7)° = 9k’ - 49; г) (7a - 3)’ = 49a’ + 40a? 
942. Упростите выражение: 
а) (2х + Зи) - (2x - 3y)’; в) (За — 4b)’ + (2a + 6b)’; 
6) (2х + Зи)? + (2x - 3и):; г) (5m — 2n)° — (4m + п). 
943. Найдите значение выражения: 


а) (2 — и + (x? + 2, —— 
6) (За° — Ь)* - (За + by приа-=-5, b = ~1,5. 


Докажите тождество Диофанта Александрийского: 


(а° + b*)(c’ + d’) = (ас + bd)’ + (аа - be)’. 


В работах Леонарда Эйлера используется тождество 


(р’ + са’) (" i cs’) = (рг + cqs) + c(ps — gr)’. 


Докажите это тождество. 
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946. Докажите, что квадрат числа, являющегося суммой 
квадратов двух различных целых чисел, можно представить в 
виде суммы двух квадратов целых чисел. 


947. Докажите, что при любом значении х сумма квадратов 
двучленов х + Зих - 3 на 36 больше их удвоенного произве- 
дения. 

948. Докажите, что при любом значении х выражение 

2 2 2 2 
(8x +4) - 3х + 5)\(x + 1) принимает одно и то же значение. 


Докажите тождество 


(10n + 5) = 100n(n + 1) + 25. 


Сформулируйте правило возведения в квадрат натурального 
числа, оканчивающегося цифрой 5. Найдите по этому правилу 


значение степеней: 15°, 35°, 55°, 85°, 105°. 


950. Разложите на множители: 


а) х + 10x” + 25; г) 16р’ + 8pk* + Е; 

6) Aa* - 12a” + 9; д) 4x* — 12x"y" + Qy'; 

в) m! — 20m?n + 100n”: e) ga° + = a°b" + 4b. 
951. Представьте в виде произведения: 

а) —28а + 4а° + 49; в) 20a°b — 25b° - 4a’; 

6) —-36т* + 60т - 25; г) 24x°y* — 9x* - 16. 


952. Докажите, что многочлен не принимает отрицатель- 
ных значений: | 

а) т? — Этп + п? +p’; 

6) 2a” + — 2b + 1; 

в) 9x + и’ - 6x + 1: 

r) х’— 2ху + 2y° - 2y + 1; 

д) 1 - 4ab + a’? +a? + Bb’; 

е) т” + п* + бт - 4п + 18. 


953. Может ли принимать отрицательные значения много- 
член: 
а) х* - 16х + 65; в) а’ — 2ab — b’; 
6) т’ — 10m + 24; г) a” + 2ab + 25? 
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954. 


955. 
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К параграфу 13 


Представьте в виде многочлена выражение: 


3 3 

a) (5m? - En) в) [тя - Ent | 
1 \3 3 

6) (Fm? + on] г) (Зоя + тая 


Используя формулу куба суммы или куба разности, 


найдите значение степени: 


956. 


957. 


958. 


959. 


3 
а) 113; 6)213; в) 19%; г) [33] | 
Упростите выражение: 
a) (3p - 4)" + (11p — 8); 
6) (2k + 3)° - (6k + 5)’; 
в) 2y(x + 2y)° + (x - 29); 
г) 2х(2х - у)" - (2x + и». 


Найдите значение выражения: 
а) 125x° + 150х° + 60х + 8 при х = -0,6; 


6) 64 — 144m + 108m? - 27т? при т = 7 


Представьте в виде многочлена: 
4 4 
а) (x+y); 6) (х- и). 


Используя тождества, полученные в № 958, представь- 


те в виде многочлена выражение: 


960. 


961. 


а) (т + 1); 6)(т-1); в) (a+b); PY) (a - 20)". 


Представьте в виде многочлена: 
а) (Bx — 2и,)(9х° + 6xy + 4y’); 
6) (5m + 3n)(25m* — 15mn + 9n’); 


B) (1 = 5b |( 35a” +ab+ 250° |; 
г) (0,25m* + 4n) (gm — m?n + 16? | 
Найдите значение выражения: 


а) (2х — Зи) (4х + бху + 9х°) при x = 25 ии= 15; 
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962. 


963. 


964. 


965. 


966. 


967. 


968. 


1 1/YV1 1 1 2 1 
eee ee | ние 
(Fe + Su) 5x о ит ПУ. 


Представьте в виде произведения. 


a) 1 — 0,125m’; д) 64x° - y’; 
3 6 1 6 
6) 0,008a + 1; e) p + 64 3 


в) 8x° - 0,001y’; ж) т’-п; 

г) 0,027р° - 27k’; 3) т +n’, 

Разложите на множители: 

а) 250x° — 300x’y + 120ху’ - 16y’; 
8 


3 2 22, 833 
6) за + бар + 2 аб Е 057° 


Докажите, что значение выражения: 
а) 29° + 46° кратно 25; в) 12° + 13° кратно 157; 
6) 114° — 33° кратно 81; г) 31° - 19° KpaTHo 1911. 
Разложите на множители: 
а) (2x +у’-х’; в) 8p — (p + 1); 
6) (т — 3п)* — т; г) 2718 + (26-3). 
Найдите значение выражения: 
а) = (8,57 - 5,57°) -3.- 8,57 - 5,57; 

1 
6) с (2,76° + 6,24") +3. 2,76 . 6,24. 


Докажите тождество: 

а) (а — Ь)((а + by — ab) = a’ — 
6) (a + b)\((a — b)? + ab) = a’ +; 
в) (a + b)\((a + bY - зав) =a’ +’; 
г) (a - b)((a — b)’ + зав) = a’ — b’. 


Докажите, что при любом neé М: 


а) 6”. 2°" - 1 кратно 23; 6) 5”. 6” - 3°" кратно 21. 
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969. 


970. 


971. 


972. 


973. 


974. 
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Разложите на множители: 


а) 3,4x" — 3,4’; Г) 0,25m’ = 0,25n’: 
6) 0,16a° + 0,1657; д) 2,5p* — 2,51"; 
в) 3x* - 3y'; e) 16a” - 16°. 
Представьте в виде многочлена выражение: 
а) (2х +y+ 32)"; в) (5т - 4n + 3)’; 
6) (4a — 3b + 2c)’; г) (7p — 2k - 6)’. 
Представьте в виде произведения многочлен: 

1 
a) 2,5x° + 30xy + 90y’; в) 8a° ~ 4ab + 56; 

2 1 2 1 

6) 3т — 4m +1.; г) 6R + 2k + с. 


Преобразуйте в произведение: 

а) 90x* — 240x* + 160; 

6) 72a°— 27 - 48a’; 

B) 8m°n + 24m*n? + 18mn’; 

г) -75x°y* + 120x°y° — 48xy*. 
Разложите на множители многочлен: 


а) 12m* - бтп - 9n + 18т; 

6) 4p + 24kp - 8k - 12p’; 

B) 120a° + 48а” - 100a’b - 40ab; 
г) 9c’d’ — 6c’d - 36cd° + 24cd’; 
д) т’ + 3m’ — т - 3; 

e) 2a” - За” - 50а + 75; 

2K) x°+9- 9x - x’: 

3) -18 - 9m + 8m’ + 4m’. 
Решите уравнение: 

а) т’+ 6т’-т-6=0; 

6) х’— 5x” - 16x + 80 = 0; 
8 ~ 4p ~ ВР’ + P= 0; 


г) 27m — 90 = 3т? - 10m’; 
д) 9х° - 16x = 27x" - 48; 
e) 8a° + 12a” — 18а = 27. 
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975. 


976. 


977. 


Разложите на множители: 

а) Зт - 8n + т’ - п’; 

6) a’ + 5a — b’ + 55; 

в) 9x" — a’ + 9х - 8a; 

гр + 5p — 4а' + 104; 

д) 16х° — 9y” — 20x + 15y; 

e) 100m’ — 30m — 49п? - 21п; 


ж) 24a + 20с - 36a" + 25c’; 


3) 70m — 49m” — 30n + Qn’. 


Представьте в виде произведения многочлен: 
а) 4а° - 4ab +6 - 4: 

6) 9 — 25x" + 30xy - 9y’; 

в) 36x" — 25 + GOxy + 25y’; 

г) 16 — 24ab - 16a’ - 9b’; 

д) 9п* — 16m” + 40m - 25; 

e) 25а” — 20a + 4 — 4b’; 


ж) 16с° — Эт? - 42m - 49; 


3) 70х + 25 - 36у' + 49х'. 


Преобразуйте в произведение многочлен: 
a) 20х° - 45y" + 30y - 5; 

6) 27с° + 60ab - 12а? - 75b’; 

в) 18а°+ 24а + 8 — 200т?; 

г) 48р’ + 72pk + 27Е* - 27s". 


Представьте в виде произведения многочленов выра- 


жение: 


а) х +х +1; б) х' +4. 


ГЛАВА 


Но) ФУНКЦИИ 
A 


В этой главе начинается систематическое изучение функцио- 
нальной линии. Рассматривается понятие функции, график 
функции, вводится соответствующая терминология (незави- 
симая переменная, аргумент, область определения функции; 
зависимая переменная, функция, область значений функции); 
вводится функциональная символика, рассматривается приме- 
нение понятия функции в практических ситуациях, в том числе 
графическое представление статистических данных. В этой 
главе подробно рассматриваются прямая пропорциональность и 
линейная функция, чуть менее подробно — степенная функция 
с натуральным показателем. Линейная функция и её график 
помогут в изучении линейных уравнений с двумя переменными 
и их графиков. 


8 14. 4 ФУНКЦИИ И ИХ ГРАФИКИ 
34. Что такое функция 

Рассмотрим два множества: множество Х двузначных чисел 
и множество У натуральных чисел, которые меньше 10 000. 
Каждому элементу множества Х поставим в соответствие тот 
элемент множества У, который является квадратом этого дву- 
значного числа. Например, числу 12 соответствует число 144, 
числу 37 — число 1369. При этом любому элементу множества 
Х соответствует единственный элемент множества У. Такие со- 
ответствия называют функииями (от латинского слова functio — 
совершение, исполнение). 


Определение. Функцией называется соответствие 
между двумя множествами, при котором каждому элементу 
одного множества соответствует единственный элемент другого 
множества. 


В рассмотренном примере соответствие между множест- 
вом Х и множеством У было задано описанием. Функции часто 
задают аналитически, т.е. с помощью формул. 


` 


§ 14. Функции и их графики 199 


Пусть х — переменная, множеством значений которой яв- 
ляется множество двузначных чисел, т. е. множество X, ау — 
переменная, множеством значений которой являются их квад- 
раты, т. е. подмножество множества У. Тогда соответствие между 
множествами Х и У можно задать формулой: 


y = x’. 


Значения переменной у зависят от значений xX. Пере- 
менную у называют зависимой переменной или функцией, а 
переменную х — независимой переменной или аргументом (от 
латинского слова argumentum). 

В рассмотренном примере все двузначные числа являются 
значениями аргумента, а соответствующие им квадраты — зна- 
чениями функции. 


Рассмотрим формулы b = a? +а- 12 иу= . Эти- 


C= 2 
ми формулами задаются функции. Действительно, каждому 
значению переменной а соответствует единственное значе- 
ние переменной 6. Например, если а = —2, то b = -—10; если 
а = 0, то b = -12; если а = 5, то 6 = 18. Каждому значению 
переменной х, отличному от 2, соответствует единственное 
значение переменной у. Например, если x = 0, то у = 0; если 


1 
х = 4, тоу = 2; если x = -1, ту=з. 

Говорят, что функция b = а? + а - 12 определена на MHO- 
жестве всех значений переменной а или что область опреде- 
ления этой функции есть множество всех чисел. Функция 

x 


a x-2 
т.е. областью определения этой функции является множество 
всех чисел, кроме числа 2. 

Вообще областью определения функции называют множест- 
во значений аргумента. 

Если переменная у является функцией от переменной х, то 
используется запись y = f(x) (читается: «у равен f от x»). Если 
функция задана выражением с переменной х, то символом /(x) 
обозначается выражение, которым задаётся функция. Напри- 
мер, вместо записи у = х можно записать f(x) = x. 

Пусть, например, требуется найти значение функции 
у = f(x) при x = -2, где f(x) = х? - 2х. Тогда f(-2) — значе- 
ние данной функции при x = —2, т. е. f(—2) = (-2)? - 2. (-2) = 
=4+4=8, Аналогично, f(1) = 17-2-1=1-2=-1. 





определена Ha множестве всех чисел, отличных OT 2, 
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Буква f — это имя данной функции, правило соответствия. 
Для обозначения функций используются и другие буквы ла- 
тинского или греческого алфавита: g,h, ф, у ит. д. Например, 


A(x) = x? + x - 12, Q(x) = aoe Для обозначения аргумента 


функции чаще всего используется буква х, но применяются и 
другие буквы: а, t, гит. д. 

Все значения, которые принимает функция, образуют мно- 
жество, которое называют областью значений функиии. На- 
пример, функция и = |x| принимает неотрицательные значения, 
т.е. её областью значений является множество всех неотрица- 
тельных чисел. 

Не всякое соответствие между множествами являет- 
ся функцией. Например, соответствие, при котором каждо- 
му натуральному числу ставится в соответствие его простой 
делитель, не является функцией. Действительно, существуют на- 
туральные числа, которым соответствует более одного простого 
делителя. Например, числу 6 соответствуют число 2 и число 3. 

Мы рассмотрели примеры функций, в которых значения ар- 
гумента и значения функций представляют собой числа. Такие 
функции называют числовыми функциями. 

Заметим, что в математике рассматриваются и нечисловые 
функции. Например, каждому рациональному числу соответ- 
ствует единственная точка на координатной прямой. Это соот- 
ветствие явлется функцией. 

В курсе алгебры мы главным образом будем заниматься 
изучением числовых функций. С такими функциями вы уже 
неоднократно встречались. Приведём примеры. 


Пример 1. Пусть автомобиль движется со скоростью 
70 км/ч в течение 4 4, $ — пройденный им путь (в километрах), 
а { — время его движения (в часах). 
Переменная $ является функцией от #. Эту функцию можно 
задать формулой: 
$ = 70t, где 0 <t< 4. 


Пример 2. Пусть р — периметр квадрата (в сантимет- 
рах), а х — длина его стороны (в сантиметрах). 

Переменная р является функцией от X, которую можно за- 
дать формулой: 

р = 4х, гдех > 0. 

Пример 3. Каждому натуральному числу п поставлено 
в соответствие число т, которое при делении на 3 в частном 
дает п и в остатке 1. 
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Переменная т является функцией от п. Эту функцию мож- 
но задать формулой: 
т. = зп + 1, гдепее N. 


Пример 4. Первую часть пути от озера до станции ту- 
рист прошёл за 3 ч со скоростью 4 км/ч. Затем 1 ч отдыхал, а 
после отдыха оставшуюся часть пути до станции турист прошел 
за 2 ч со скоростью 5 км/ч. 

Расстояние $ (в километрах) от озера до места нахождения 
туриста является функцией времени # (в часах). 

Эту функцию можно задать тремя формулами. Когда 
время ¢ изменяется от 0 до 3 ч, расстояние от озера до места 
нахождения туриста равно 4 км, т. е. $ = 4t, если 0 < Е < 3. 
В период от 3 до 4 ч расстояние остаётся неизменным, равным 
12 км, т.е. s = 12, если 3 < Е < 4. Когда время Ё изменяется от 4 
до 6 4, расстояние равно 12 + S(t - 4) км, т.е. з=12 + S(t — 4), 
если 4 << 6. 

Это можно записать короче: 


At, если 0 < t < 3; 
$ = 412, если 3 < Е < 4; 
12 + 5(1 — 4), если 4 < t < 6 
или 
At, если 0 < t < 3; 
s(t) = 412, если 3 < Ё < 4; 
51 - 8, если 4 < t < 6. 


Областью определения этой функции служат все числа, 
удовлетворяющие двойному неравенству 0 < 1 < 6. Если функ- 
ция у = f(x) задана формулой и её область определения не 
указана, то областью определения функции f является мно- 
жество допустимых значений переменной x в выражении [(х). 


4х -3 
Например, область определения функции f(x) = =. 
ия anaes, 
область допустимых значений переменной х в выражении 
4х -3 
= т.е. множество всех чисел, кроме 1. 
xX —_ 


Добавим, что, помимо описания и формул, функции можно 
задавать таблицей. Так, ещё в Древнем Вавилоне в XVIII в. 
до н.э. были составлены таблицы, в которых натуральному 


1 
числу п ставились в соответствие числа п>?, n°, = и п? + n}, 
Фактически с помощью этих таблиц были заданы функции, 
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Готфрид Вильгельм Лейбниц 
(1646—1716), немецкий философ, 
математик, физик; один из созда- 
телей дифференциального и инте- 
грального исчисления. 


4 
ee 





хотя определение функции было дано лишь через две тысячи 
лет, а сам термин появился в работах Г. В. Лейбница в ХУП в. 

На каждом железнодорожном вокзале есть таблица стои- 
мости проезда на пригородных электропоездах в зависимости от 
зоны, в которой находится пункт назначения. Это также пример 
табличного задания функции. 


Пусть множество Х состоит из всех целых чисел, а 
множество У — из трёх чисел: —1, ди 1. Поставим в соответствие 
каждому отрицательному числу множества Х число —1, нулю — 
0, а каждому положительному числу — число 1. Это соответ- 
ствие является функцией (объясните почему). Обозначим эту 
функцию буквой ф. 

а) Найдите: o(—40), o(-1), (0), $(25). 

6) Укажите область определения и область значений функ- 

ции ф. 

980. Даны соответствия между элементами некоторых мно- 
жеств: 

а) каждому ученику школы поставлено в соответствие че- 

тырёхзначное число, соответствующее году его рождения; 

6) каждому дню в году поставлен в соответствие ученик 
школы, родившийся в этот день; 

в) каждому натуральному числу поставлен в соответствие 
остаток от деления этого числа на 7; 

г) каждому положительному числу поставлена в соответствие 
точка на координатной прямой, расстояние от которой до 
начала отсчёта равно этому числу. 

Какие из этих соответствий являются функциями? Почему? 
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981. Функция задана таблицей: 









pee ei 


Подберите формулу, которой можно задать эту функцию. 


982. Функция, область определения которой — множество 
{-3, —2, -1, 0, 1,2, 3}, задана формулой у = x? - 3. Задайте эту 
функцию таблицей. 

983. Функция задана формулой y = (x — 1)(x + 5). В таблице 
указаны значения аргумента х с шагом 0,5 (каждое следующее 
значение х больше предыдущего на 0,5). Заполните таблицу, вы- 
числив соответствующие значения функции: 


я | -2 |-15] -1 | -05 |0 [os | a [15| 2 
У 


1 
984. Функция задана формулой у = ——— pat где —3 <х < 8, 
х 


Составьте таблицу с шагом 1 и заполните её, вычислив соответ- 
ствующее значение функции. 
985. Функция задана формулой и = 2х - 3. 
а) Найдите значения функции для значений аргумен- 
та, равных —1,5; 0; 2; 3,5. 
6) При каком значении аргумента значение функции 
равно 5; 1; 0; —7? 









- 5х — 10 . 
986. Функция задана формулой y = 8 = Найдите: 


1 
а) значение у, если x = —7; 5; 2,2; 33; 


6) значение x, если у = —3; 10; = 0. 
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987. Функция задана формулой f(x) = 3 - 2х. Найдите: 
а) /(-3); (0); (2,5); 
6) значение аргумента х, при котором f(x) = -17; 
f(x) = 0; f(x) = 117. 
988. Дана функция (В) =3- |2 + 1|. Найдите: 
а) ф(-2) + $(-1) + $(0) + $(1) + $(2); 
6) значение аргумента, при котором Q(t) = 0; g(t) = 3; 
p(t) = 5. 


989. Найдите значение функции у = 
х =1; прих=2. 


990. Даны функции g(x) = 2х? + 38x —- Би h(x) = x? - 5. Най- 
дите значения аргумента, при которых g(x) = h(x). 


ри 


3 — 2х, еслих < 1,5 
ах - 3, еслих > 1,5 zs 


991. Найдите область определения функции: 





4 
а) у = 10х - 3; а 
1 1 
OY ee ALY “2? 
1 
в) и = x? — 8x + 2; ду = =. 


При каких значениях 6 областью определения функции 
является множество всех чисел, если: 
2 2х 


= —___; 6 = —___? 
а) у x? + 2х +Ь yy lx -1]-b 


1993. | Найдите все значения 6, при которых областью опре- 
деления функции являются все числа, кроме x = 1, если: 
2 x” + [х| 


= x* - . — 
а ПИ ee 


994. Докажите, что областью значений функции являются 
только положительные числа, если: 


2х? - 6бх+5. —x? +5x-7 


жа, 


995. Календарь за май текущего года ставит в соответствие 
каждому числу месяца определённый день недели. Это соответствие 
является функцией (почему?). 

а) Укажите область определения этой функции. 
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6) Найдите значение функции для значений аргумен- 
та, равных 3; 11; 20; 28. 
в) Найдите значения аргумента, для которых значени- 
ем функции является вторник; пятница. 
996. Функция задана описанием: каждому натуральному чис- 
ny x, где 10 <х < 20, поставлен в соответствие остаток от деления 
этого числа на 5. Задайте эту функцию таблицей. 


997. Функция, область определения которой — множество В, где 
В = {х [хЕ №, 1 <х < 20}, задана описанием: каждому числу x 
соответствует число у его натуральных делителей. Задайте эту 
функцию таблицей. 
998. Задайте таблицей функцию: 
_ |2х, если хЕ {-3, —2, -1, 0}; 
м в —1, если хЕ {1, 2, 3}. 


999. Первый час пути велосипедист ехал со скоростью 
12 км/ч, а второй час — со скоростью 15 км/ч. Расстояние $ 
(в километрах), пройденное велосипедистом с начала движения, 
есть функция времени его движения $ (в часах). Задайте функ- 
цию $ OT т двумя выражениями. 


1000. В парке была высажена сосна высотой 1 м. За каж- 
дый год в течение первых о лет её высота увеличивалась на 
0,3 м, а за каждый следующий год — на 0,4 м. Как изменя- 
лась высота сосны Й (в метрах) в зависимости от времени х 
(в годах) в течение первых 10 лет? Задайте функцию й от х двумя 
формулами, 

1001. Докажите, что формулами у = (x + 5)? - (x - 5) и 
у = 20х задана одна и та же функция. 


1002. Задайте более простой формулой функцию: 
а) и = (x - 2)(х +2) +5; 
б) и = x(x — 8) + 4(2x - 1); 
(x +1)? +(x -1) 
a и 
_ («- 2)? - (2-4) 
r : 
1003. При каком значении а формулы 
у = x? -— (x + а)(х? - 2х + иу= 1,5х? - 0,5 
задают одну и ту же функцию? 


г) у 
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| | | | | ) Упражнения для повторения 


1004. Представьте в виде квадрата двучлена: 


а) 4 — 12a*b* + 9a‘b'; 6) 1 ха _ 1 ху + 1 yz, 
9 3 4 
1005. Представьте в виде многочлена: 
а) (a + 5)? - (а-3):; 6) (x — Т(х + 7) - (х- 4). 
1006. Разложите на множители: 
а) x° — x; 6) 81а* — (За - 2). 


1007. Решите уравнение: 
а) х* -— 16 = 0; 6) x? + 5x? — 9х - 45 =0. 


1008. В координатной плоскости постройте окружность с 
центром в точке М(3; —4) и радиусом 5 единиц. Укажите коор- 
динаты точек пересечения окружности с осями координат. 


[1009. | Упорядоченный ряд данных состоит из целых чисел. 
Может ли быть дробью: 
а) размах ряда; в) мода; 
6) среднее арифметическое ряда; г) медиана? 


35. $ График функции 





Рассмотрим функцию, заданную формулой у = —5_—- 


множестве Х, где Х = {x| —2 < x < 6}. Составим тафлицу соот- 
ветственных значений аргумента и функции для целых значе- 





Отметим на координатной плоскости все точки, координа- 
тами которых служат соответственные значения переменных х 
ии (рис. 17). Эти точки намечают некоторую линию. Для того 
чтобы иметь более точное представление об этой линии, нужно 
к точкам, построенным на рисунке 17, добавить некоторые про- 
межуточные точки с нецелыми абсциссами, удовлетворяющими 
двойному неравенству —2 < x < 6. Все такие точки мы построить 
не можем, так как их бесконечное множество. Но мы можем 
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построить часть из них, составив более «плотную» таблицу, на- 
пример с шагом 0,5: 





Отметим на координатной плоскости все точки с координа- 
тами, взятыми из таблицы (рис. 18). 





Рис. 17 Рис. 18 


Мы видим, что отмеченные на рисунке 18 точки достаточ- 
но ясно намечают кривую линию. Соединив эти точки плав- 
ной непрерывной линией, получим график функции иу = о. 
где —2 <х < 6 (рис. 19). 

Определение. Графиком функции называется мно- 
жество точек координатной плоскости, абециссы которых рав- 
ны значениям аргумента, а ординаты — соответствующим 
значениям функции. 


Ранее мы рассмотрели способы задания функции формулой, 
таблицей, описанием. Функцию можно задавать и графиком. 
Так, кардиограмма — графический способ описания работы 
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Рис. 19 


сердца, сейсмограмма — графическое описание колебаний поч- 
вы в зависимости от времени ит. д. 

На рисунке 20 изображен график изменения температуры 
воздуха в течение суток. 


8 





10 12 14 16 18 20 22 24 t,4 


Puc. 20 


Этим графиком задана функция Т от t, где 0 < Е < 24. По 
графику мы можем найти значение функции Т для указанного 
значения аргумента & (т.е. значение температуры для опре- 
делённого момента времени). 

Найдём, например, значение Т для t = 8 (установим, какая 
температура была в 8 4). Для этого проведем перпендикуляр к 
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оси ¢t через точку оси Ё с абсциссой, равной 8. Точка пересечения 
этого перпендикуляра с графиком функции имеет ординату, 
равную 1. Значит, при t = 8 значение функции равно 1 (B 8 4 
температура воздуха была равна 1°С). 

По этому графику можно найти также, в какое время тем- 
пература воздуха была равна нулю, была выше нуля или ниже 
нуля, когда она возрастала или убывала, была наибольшей или 
наименьшей. 

Функция принимает значение, равное нулю, в тех точках, 
в которых график функции пересекает ось абсцисс. В данном 
случае T= 0 при { =Т. 

Функция принимает положительные значения на множе- 
стве тех значений аргумента, которым соответствуют части 
графика, расположенные выше оси абсцисс, т.е. Т > 0 при 
1 <Е< 24. 

Функция принимает отрицательные значения на множе- 
стве тех значений аргумента, которым соответствуют части 
графика, расположенные ниже оси абсцисс, т.е. Т < 0 при 
О<Е<Т. 

Функция принимает наибольшее значение, равное 3, при 
{ = 13,5, и наименьшее значение, равное —2, при t = 3, т. е. 
наибольшей в течение суток была температура Т = 3 °С, а наи- 
меньшей Т = —2 °С. 

Отметим важную особенность графика функции. Если точ- 
ка M(x,; у.) принадлежит графику функции у = f(x), то её 
координаты при подстановке обращают формулу, задающую 
функцию, в верное числовое равенство, т. е. /(х,) = y,- И обрат- 
HO, если координаты точки M(x,; y,) 
при подстановке в формулу обращают 
её в верное числовое равенство, то эта 
точка принадлежит графику данной 
функции (говорят, что график функ- 
ции проходит через данную точку). 

Заметим, что не всякая линия 
(или вообще множество точек) может 
служить графиком функции. Напри- 
мер, графиком функции не может 
быть окружность (рис. 21), так как 
найдётся прямая, перпендикулярная 
оси абсцисс, которая пересечёт окруж- Рис. 21 





210 Глава 7. Функции 


ность в двух точках. Значит, в этом случае нарушается условие 
однозначности, согласно которому каждому значению аргумен- 
та соответствует единственное значение функции. 


НН ¢ Упражнения 


1010. Какая из кривых (рис. 22) может служить графиком 
функции? 








Рис. 22 


1011. Функция задана формулой и = х* - 5, где -3 <х < 3. 
а) Заполните таблицу и постройте график функции. 


6) Запишите с помощью двойного неравенства область 
значений данной функции. 





1012. Постройте график функции, заданной формулой: 


1 
а) у= ох + 1, где 4 < x <6; 


би=. где —2 < x < 8. 


х+3' 
1013. Графиком функции y = f(x), где -3 <х < 5, служит 
кривая (рис. 23). Найдите по графику: 
а) значение функции у, если х = -1;2;5; 
6) значение аргумента х, если у = —1; 0; 2; 
в) область значений функции; 
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Рис. 23 


г) наибольшее значение функции; 
д) наименьшее значение функции. 


1014. Функция у = g(x), где -3 <х < 6, задана графиком 
(рис. 24). Найдите: 

а) значение функции, соответствующее значению ар- 
гумента, равному —2; 0; 2; 3,5; 

6) значения аргумента, которым соответствует значе- 
ние функции, равное 2; —1; 0; 

в) два каких-нибудь значения аргумента, которым со- 
ответствуют положительные значения функции; 

г) три каких-нибудь значения аргумента, которым 
соответствуют отрицательные значения функции; 

д) значение аргумента, которому соответствует наи- 
меньшее значение функции; 

е) значение аргумента, которому соответствует наи- 
большее значение функции. 





Рис. 24 
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1015. Графиком функции служит отрезок, координатами кон- 
цов которого являются точки (-3; -1) и (7; 4). Начертите график 
и найдите по графику значения: 

а) функции y, если x = -1; 1; 3; 5; 
0) аргумента x, если у = -1; 2; 4. 

1016. Постройте график функции, заданной следующим опи- 
санием: 

а) каждому числу множества {x|0 <х < 5} соответству- 
ет противоположное ему число; 

6) каждому числу множества {х|1 < x < 6} соответству- 
ет обратное ему число. 

1017. Функция задана описанием: каждому числу, принадле- 
жащему множеству {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11}, соответ- 
ствует остаток от деления этого числа на 4. Постройте график этой 
функции. Запишите множество её значений, 

1018. Вода в баке имеет температуру 15°С. При нагревании 


температура воды y (°С) изменяется в зависимости от времени 
нагревания х (мин). Составили таблицу: 


аа 4568911 | 12. 
у [15 | 30 | 45 | 60 | 70 | 80 | 90 | 95 | 98 |100 | 100 [ 100 | 100 


Почему зависимость у от х является функцией? 









Постройте график этой функции (выберите масштаб: единице 
по оси х соответствует 1 мин, единице по оси у — 10°C). 
Используя график, выясните: 
а) какую температуру имела вода через 3 мин; через 
4,5 мин; через 9,5 мин после начала нагревания; 
6) через сколько минут после начала нагревания тем- 
пература стала равной 65°С; 85°С; 100°С. 


1019. Функция задана формулой у = 4х - 5. Принадлежит ли 
графику этой функции точка: 
а) А(2; 3); 6) В(-1; -9); в) С(З; 10); г) D(O; 5)? 


1020. Известно, что точка 4(2; -1) принадлежит графику 
функции и = f(x). Найдите k, если: 
а) f(x) = kx + 1; в) f(x) = 2Ех? + 1; 
6) f(x) = 2x + k; г) f(x) = |x — 3] + 2k. 
1021. На рисунке 25 изображён график изменения темпера- 


туры воздуха в течение суток. Используя график, ответьте на 
вопросы: 
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а) в котором часу температура воздуха была равна 0°C; 
в какие промежутки времени она была выше 0°С; 
ниже 0°С; 

6) в какие промежутки времени температура понижа- 
лась; повышалась; когда она была самой высокой; 
самой низкой? 

1022. На рисунке 26 изображён график зависимости массы 
канистры с бензином от объёма бензина. Найдите по графику: 

а) массу пустой канистры; 

6) массу канистры с одним литром бензина; 


в) массу одного литра бензина; 
г) объём бензина в канистре, когда она наполнена бен- 


3HHOM ПОЛНОСТЬЮ, 


24 6 8 1012 14 16 18 20Ул 
Рис. 26 
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1023. На рисунке 27 изображён график зависимости тормозно- 
го пути автомобиля на мокром асфальте от скорости его движения. 
Ответьте на следующие вопросы. 

а) Чему равен тормозной путь автомобиля при скорос- 
ти 50 км/ч? 

6) Какое значение скорости не должен превышать 
автомобиль в дождь, чтобы его тормозной путь был 
не больше 40 м? 


5, М 


200 
160 
120 
80 
40 





20 40 60 80 100120 У, км/ч 
Рис. 27 


1024. На рисунке 28 изображён график движения туриста, 
который отправился от станции к озеру, а затем возвратился на 
станцию. Пользуясь графиком, ответьте на следующие вопросы. 

а) В котором часу отправился турист от станции? Ког- 
да он прибыл к озеру? Сколько часов он провёл у 
озера? Когда возвратился на станцию? 

6) С какой скоростью шёл турист до озера? 

в) Какой была скорость туриста на различных участ- 
ках пути, когда он шёл от озера до станции? 


123 4 5 6 7 8 9 1011 12 13 14 Ьч 
Puc. 28 
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| | | ) Упражнения для повторения 


1025. Функция задана формулой y = x* - 8х + 9. Найдите: 


а) значение функции при значении аргумента, рав- 
ном 5; —2; 

6) значения аргумента, которым соответствует значе- 
ние функции, равное 2. 


1026. Функция, область определения которой — множество 
однозначных чисел, задана описанием: каждому чётному числу х 


х ‘i x 
соответствует 5’ а каждому нечётному числу х соответствует 3. 


Задайте эту функцию таблицей. 


1027. Число посетителей кинотеатра в различные дни недели 
приведено в таблице. 


ев | 403 [asi | aso | вю | пт | cas 


Найдите среднее арифметическое и медиану ряда данных (ре- 
зультаты округлите до целых). 






1028. От пункта А до пункта В велосипедист ехал со скоростью 
18 км/ч, а обратно он ехал со скоростью 12 км/ч и затратил на 
путь из В в А на 1 ч больше, чем на путь из А в В. Найдите рас- 
стояние от А до В. 


1029. Решите уравнение: 
а) 25х3 — 9x = 0; 6) x° — 81х = 0. 


36. $ Графическое представление 
статистических данных 


Для наглядного представления статистических данных ис- 
пользуются их различные графические изображения. Одним из 
видов таких наглядных представлений являются круговые диа- 
граммы. Рассмотрим пример. 

Изучив распределение времени в течение суток женщинами, 
работающими на фабрике, составили таблицу. 
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Рабочее Домашнее Дорога на работу 
—— хозяйство и обратно 


it построения по этим данным круговой диаграммы нуж- 
но найти центральные углы, соответствующие данным таб- 
лицы. Полный оборот радиуса вокруг центра круга состав- 
ляет 360°, что соответствует 24 часам. Тогда 8 часам будет 









соответствовать угол a = 120°. Аналогично найдём ос- 
тальные углы: в. = 105° 40 = 67,9": ae oo = 25%: 


ie -1,5 = 22,5°. Построив эти углы в круге, получим круговую 
диаграмму распределения времени женщинами, работающими 
на фабрике (рис. 29). 

Иногда круговые диаграммы бывают неудобными для 
чтения, особенно если данных много и они близки по значе- 
нию. Тогда для наглядного представления данных используют 
столбчатые диаграммы, На рисунке 30 показана столбчатая 
диаграмма для рассмотренного выше примера. 

Для наглядного изображения 
динамики изменения статисти- 
ческих данных применяют ещё 
один вид графического представ- 
ления данных — полигон. Для 
его иллюстрации рассмотрим 
пример. 


Домашнее 


хозяйство 
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В первом полугодии 2003 года завод получил прибыль 
в 10 млн рублей. Распределение прибыли по месяцам показано 
в таблице. 


Месяц | Январь | Февраль 





Прибыль 1,4 1,3 1,5 2,1 
(млн р.) 


В координатной плоскости на оси абсцисс будем отмечать 
номер месяца (январь — 1, февраль — 2 ит. д.), взяв в качестве 
единичного отрезка отрезок длиной 5 клеток. На оси ординат 
будем отмечать прибыль завода (в млн рублей), взяв в качестве 
единичного отрезка отрезок длиной 10 клеток. Отметим точки 
(1; 1,4), (2; 1,3), (8; 1,5), (4; 2,1), (5; 2), (6; 1,7) и соединим их 
последовательно отрезками (рис. 31). Полученная ломаная и 
есть полигон, показывающий распределение прибыли завода по 
месяцам. 

Вообще, если данные представлены в виде таблицы частот, 
то для построения полигона в координатной плоскости отмеча- 
ют точки, абсциссами которых служат статистические данные, 
а ординатами — их частоты. Соединив последовательно эти точ- 
ки отрезками, получают полигон распределения данных. 





Рис. 31 
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1030. Составьте таблицу частот, круговую диаграмму, столб- 
чатую диаграмму и полигон ряда данных: 
а) 2; 2; 3; 3; 3; 3; 3; 4; 4; 4; 4; 4; 4; 5; 5; 5; 
06) 2:9: 3:4:4:4:4:5:5:0:5. 
Найдите для каждого ряда данных объём, размах, среднее 
арифметическое, моду и медиану. 


1031. На рисунке 32 приведена кру- 
говая диаграмма отметок Пети по био- 
логии, полученных в течение четверти. 
Мама считает, что за четверть Петя полу- 
чит двойку, папа полагает, что у сына в 
четверти будет «три», а сам Петя уверен, 
что его четвертная отметка — «четыре». 
Исходя из данных круговой диаграммы, 
составьте упорядоченный ряд данных 
и найдите все средние характеристики 
этого ряда. Какими из них пользовались 
Рис. 32 мама, папа и Петя для обоснования сво- 
их выводов? 





1032. На рисунке 33 приведена столбчатая диаграмма рас- 
пределения количества рабочих строительной бригады, имею- 
щих различные квалификационные разряды. С помощью столб- 
чатой диаграммы ответьте на вопросы. 


а) Сколько рабочих имеют высший 5-й разряд? 

6) Сколько рабочих имеют 1-й разряд? 

в) Каковы размах, объём и мода данного ряда? 

г) Составьте таблицу частот упорядоченного ряда дан- 
HbIX. 

д) Найдите среднее арифметическое и медиану данно- 
го ряда. 


1033. На рисунке 34 приведён полигон частот некоторого 
ряда данных. Составьте упорядоченный ряд данных и найдите: 
а) объём; 
6) размах; 
в) среднее арифметическое; 
г) моду; 
д) медиану. 
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1034. Мальчики 7 «А» класса посчитали, сколько раз за чет- 
верть их вызывали к доске. Получилась таблица: 


ОО ОС ОО ПОЗ 
[борной =| | Жи 
a 













Какое из графических представлений упорядоченного ряда 
данных целесообразно использовать для сравнительного анали- 
за результатов? 





Посчитайте длину слов (количество букв) в приведен- 
ных ниже отрывках стихотворений А. С. Пушкина «И дале 
мы пошли — и страх обнял меня...» (1832) и «Я памятник себе 
воздвиг нерукотворный...» (1836). Постройте полигоны для по- 
лученных рядов данных. 


ххх 


И дале мы пошли — и страх обнял меня. 
Бесенок, под себя поджав своё копыто, 
Крутил ростовщика у адского огня. 

Горячий капал жир в копчёное корыто, 

И лопал на огне печёный ростовщик. 

А я: «Поведай мне: в сей казни что сокрыто?» 
Виргилий мне: «Мой сын, сей казни смысл велик: 
Одно стяжание имев всегда в предмете, 

Жир должников своих сосал сей злой старик 
И их безжалостно крутил на вашем свете...» 


ххх 


Я памятник себе воздвиг нерукотворный, 
К нему не зарастёт народная тропа, 
Вознёсся выше он главою непокорной 
Александрийского столпа. 
Нет, весь я не умру — душа в заветной лире 
Мой прах переживеёт и тленья убежит — 
И славен буду я, доколь в подлунном мире 
Жив будет хоть один пиит... 
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| | | | ! $ Упражнения для повторения 


1036. Дана функция f(x) = 4 - х*. Найдите К-3), К-2), f(0) 
и f(1). 


1037. Одно из двух натуральных чисел при делении на 5 
даёт остаток 4, а другое — остаток 3. Какой остаток получится 
при делении на 5 произведения суммы и разности этих чисел? 


1038. | Разложите на множители: 
а) 2а? + ab - 6b’; 6) 4a? — 4ab - 3b’. 


| | | ) Контрольные вопросы и задания 


1. Дайте определение функции. Приведите пример функции, 
заданной формулой. Укажите независимую и зависимую пере- 
менные. 

2. Какова область определения функции, заданной форму- 
ION: 

1 
2х - 6 





а) у = х* - 8; б) и = ? 

3. Что называется графиком функции? 

4. Начертите график какой-нибудь функции и покажите, 
как найти по графику: 

а) значение функции, соответствующее заданному значению 
аргумента; 

6) значения аргумента для указанного значения функции. 

5. Как узнать, что точка A(X,; у.) принадлежит графику 
функции, заданной формулой у = f(x)? 

6. Какие виды графического представления данных исполь- 
зуются в статистике? 


$ 15. 4 ЛИНЕЙНАЯ ФУНКЦИЯ 
37. Прямая пропорциональность 
В предыдущем параграфе мы познакомились с примерами 
функций, которые были заданы таблицей, формулой, описа- 
нием, графиком. В этом параграфе мы начинаем знакомить- 


ся с функциями, задаваемыми формулами, в которых правая 
часть — выражение определённого вида. Простейшей из них 
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является функция, задаваемая формулой, в правой части кото- 
рой — одночлен первой степени с одной переменной. Для этой 
функции ввели специальное название — прямая пропорцио- 
нальность. 

Определение. Прямой пропорциональноестью на- 
зывается функция, которую можно задать формулой вида 
у = kx, где x — независимая переменная, а Ё — не равное нулю 
число. 

Функции, задаваемые формулами вида y = kx, где k + 0, на- 
ходят широкое практическое применение. Приведем примеры. 


Пример 1. Периметр р квадрата является функцией 
длины его стороны а. Функция, заданная формулой р = 4а 
(риа выбираются в одинаковых линейных единицах), — пря- 
мая пропорциональность. 


р 
Из формулы р = 4a следует, что отношение — постоянно и 
а 


равно 4 для любых пар соответственных значений переменных 

аир. Например, если а = 5, то р = 20; если а = 8, то р = 82. От- 
20 32 

сюда можно получить пропорцию = = a Этим и объясняется 

название функции. Говорят, что периметр квадрата р прямо 

пропорционален длине стороны квадрата а. 


Пример 2. Путь $ км, пройденный автомобилем за 
{ часов с постоянной скоростью 80 км/ч, вычисляется по форму- 
ле $ = 80t, где t > 0, т.е. путь $ прямо пропорционален времени 
движения ft. 


Пример 3. Стоимость р товара в рублях по цене 10 р. 
за килограмм вычисляется по формуле р = 10х, где х — масса 
товара в килограммах. Значит, зависимость р от х является 
прямой пропорциональностью. 


Число k в формуле у = kx называется коэффициентом про- 
порциональности. 

Выясним, что представляет собой график прямой пропорцио- 
нальности. 

Рассмотрим, например, функцию у = 0,5х и построим ee 
график. 

Область определения функции у = 0,5х — множество всех 
чисел. Составим таблицу соответственных значений перемен- 
ных х ии для некоторых значений аргумента х: 
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[Ее оз [1 [is [2 [2 





Гы о [oes [os | ons [a 
МЕНЕЕ 


Отметим на координатной плоскости точки, координаты 
которых указаны в таблице (рис. 35). Можно заметить, что от- 
меченные точки принадлежат некоторой прямой, проходящей 
через начало координат. Проведём эту прямую. Получим гра- 
фик функции у = 0,5х (рис. 36). 













-2 
-3 
Puc. 36 


Аналогично можно построить график прямой пропорцио- 
нальности с другим коэффициентом k, 
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Рис. 37 


На рисунке 37 изображен график функции у = -2х. Этот 
график, так же как и график функции y = 0,5х, является пря- 
мой и проходит через начало координат. 

Вообще графиком прямой пропорциональности является 
прямая, проходящая через начало координат. 

Чтобы построить график функции у = kx, достаточно отме- 
тить какую-нибудь точку графика, отличную от начала коор- 
динат, и провести через эту точку и через начало координат 
прямую. 

Построим, например, график функции у = ах. 


Эта функция — прямая пропорциональность. Найдём ко- 
ординаты какой-нибудь точки графика, отличной от О(0; 0). 


] 
Пусть x = 6, тогда y = 3’ 6 = 2. Отметим точку K(6; 2) и про- 





Рис. 38 
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ведём через неё и начало координат 
прямую (рис. 38). Эта прямая — гра- 











фик функции у = 3х 


Заметим, что областью определе- 
ния и областью значений прямой про- 
порциональности является множество 


всех чисел. iI Het He | 


Оси координат делят координат- Е a = ae ! 
ную плоскость на четыре координат- ы Zs | 
ные четверти. Если x, > 0, y, > 0, Рис. 39 
то точка (X,; у.) принадлежит первой 
координатной четверти, если x, < 0, у, >0, то точка (x,; у.) 
принадлежит второй четверти, при х, < 0 и у, < 0 точка (х,; y,) 
лежит в третьей четверти, при x, > О иу <0 точка (x,; y,) 
расположена в четвертой четверти (рис. 39). Если хотя бы 
одна из координат точки равна нулю, то точка не лежит ни в 
одной из четвертей. 

Расположение графика функции у = kx в координатной 
плоскости зависит от коэффициента А. Если x = 1, TO y = &k. 
Значит, график функции у = kx проходит через точку (1; k). 
При Ё> 0 эта точка находится в первой координатной четверти, 
апри k < 0 — в четвёртой. Отсюда следует, что при k > 0 график 
функции y = kX расположен в первой и третьей координатных 














у 

5 
13 #>0 
2 

1 
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четвертях, а при Ё < 0 — во второй и четвёртой. На рисунке 40 
построены графики прямой пропорциональности при различ- 
ных значениях Rk. 


1039. Является ли прямой пропорциональностью функция, 
заданная формулой: 


а) и = -3х; в) и = -; д) и = x’; 


юз 


6) y = 1х; y= еу=х +12? 


2 


1040. Запишите формулу для вычисления массы т (в грам- 
мах) медного стержня длиной х м, зная, что масса одного метра 
этого стержня равна 890 г. Задаёт ли эта формула прямую про- 
порциональность? 


1041. Почтовый голубь пролетел $ км со скоростью 65 км/ч, 
затратив на весь путь ft ч. Почему функция 3 от является прямой 
пропорциональностью? 


1042. Постройте график функции, заданной формулой: 


а) и = 7% 6) у = —х; в) у=х; г) и = -0,5х. 


1043. Постройте график функции у = - вх. Найдите по гра- 
фику: 
а) значение функции, соответствующее значению ар- 
гумента, равному —3; —1; 1; 3; 
6) значение аргумента, которому соответствует значе- 
ние функции, равное 2; 0; -1,5. 


1044. Какие из точек K(5; 12,5), L(0,4; -0,16), М(О; 0) при- 
надлежат графику функции: 
а) у = 2,5х; 6) у = -0,4х? 


1045. При каком значении 6 точка A(b + 1; 2 - 6) принадле- 
жит графику прямой пропорциональности: 


2 
а) y = —2х; 6) у = 3х; в) у = -—х; ги=х? 


1046. Какой координатной четверти принадлежит точка: 
a) 4(—1; 100); 6) B(-1; —100); 
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в) C(100; -1); д) М(т; 1 - т) при т > 1; 
г) D(100; 1); е) N(n — 2; —п) при п < 2? 


1047. В каких координатных четвертях расположен график 
функции и = kx, если: 


90: буры: 


73 В) Е =-1000; r)k=0,001? 


1048. Постройте график функции: 


2X, если x < 0, 1 
а = би=|х|; ви=-|х|. 
yy or если x > 0; у yy 71 | 


1049. Известно, что график прямой пропорциональности про- 
ходит через точку A(5; 223). Проходит ли этот график через точку: 


В(-Т; —315); се ; 25,68); D(1,24; 55,8)? 


1050. Является ли прямой пропорциональностью функция, 
если известно, что её графиком является прямая, проходящая 
через точки: 


a) A(2,5; 3,75) и В(-4,2; -—6,3); 
6) С(-6,3; —2,1) и D(12,6; 4,5)? 


1051. Постройте график функции у = 100х, выбрав мас- 
штаб: по осих в 1 см — одна единица, по осиув 1 cm — 
50 единиц. 


1052. Постройте график функции, выбрав соответствующий 
масштаб: 


а) и = 60х; б) и = ых. 


1053. Мотоциклист в течение 4 часов 30 минут ехал со ско- 
ростью 48 км/ч. Постройте график движения мотоциклиста, 
выбрав соответствующий масштаб. 


1054. Улитка ползёт по стволу дерева в течение получаса со 
скоростью 0,25 м/мин. Постройте график движения улитки. 


1055. Постройте график функции у = 0,5х, если областью 
определения функции является множество: 
а) {х|-4 < х< 4}; 6) {x| x 2 2}; в) {x|x < -2}. 


1056. Найдите область определения функции и постройте её 
график: 
2х2 — Ax 
es 6 
x-2 yy х+1 


_ 2x* + 2х, 


3 


а) у = 
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ae 2х - 6x". г) 2х — 4х" 
= ЕЕ — Pera 

3x —1 4 8x1 

1057. Велосипедист двигался полчаса CO скоростью 
0,2 км/мин. Постройте график движения велосипедиста. Исполь- 
зуя график, ответьте на следующие вопросы. 


а) Сколько километров проехал велосипедист за 
10 мин; за 15 мин; за полчаса? 

6) Какое время потребовалось велосипедисту, чтобы 
проехать 4 км; 5 км? 


1058. На рисунке 41 изображены графики движения двух 
пешеходов. 
Используя график, ответьте на следующие вопросы. 
а) Какое время в пути был первый пешеход; второй 
пешеход? 
6) Какой путь прошёл первый пешеход; второй пе- 
шеход? 
в) С какой скоростью шёл первый пешеход; второй 
пешеход? 
г) Каким стало расстояние между пешеходами через 
30 мин; 1,5 часа? 
д) Через сколько минут расстояние между пешехода- 
ми стало равным 2 км? 


5, KM 


— 
© 


(1) 


(2) 


meno Wore an nN W@W © 


О] 10 20 30 40 50 60 70 80 90100110 ¢, мин 


Puc. 41 
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` 


Рис. 42 


1059. На рисунке 42 изображены графики прямой пропор- 
циональности. Для каждого графика найдите коэффициент 
пропорциональности. 


| | | | ) Упражнения для повторения 


1060. Графиком функции служит ломаная ABCD, где 
А(-3; -—1), B(O; 2), C(8; -1), D(6; 2). Постройте график этой 
функции. Найдите по графику значения аргумента, которым 
соответствует значение функции, равное: 


1 
а) 0; 6) 1; в) 1,5; г) -э. 
Какое наибольшее значение принимает данная функция? 


Какое наименьшее значение принимает функция? Каковы об- 
ласть определения и область значений функции? 


1061. Постройте график функции 





= -2<х<3}. 
у rag? где x € {x 2<х< 8} 


Почему эта функция не принимает отрицательных значений 
и не обращается в нуль? 


1062. Решите уравнение: 
a) хз — 16x = 0; 6) (x? — x — 2)(x + 2) = 0. 
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38. $ Линейная функция 
и её график 


Рассмотрим примеры функций, задаваемых формулой вида 
у = Ах + 6. 


Пример 1. Автомобиль, выехавший из города А, в на- 
стоящий момент находится в посёлке В, удаленном от А на 
расстояние 30 км. Двигаясь со скоростью 60 км/ч, автомобиль 
за { ч пройдет путь, равный 601 км, и будет находиться от горо- 
да А на расстоянии, равном 60 + 30 км. Обозначив выражение 
601 + 30 буквой $, получим формулу s = 601 + 30, где t 2 0, 
которой задаётся функция. 


Пример 2. Масса пустого бидона вместимостью 45 л 
равна 5 кг, а масса одного литра жидкости равна 0,9 кг. Тогда 
масса т (в килограммах) бидона, в котором содержится рл жид- 
кости, равна 0,9р + 5 кг. 

Формулой т = 0,9р + 5, где 0 < р < 45, задана функция. 


В каждом из этих примеров мы имели дело с функциями, 
задаваемыми формулой, в правой части которой — многочлен 
первой степени с одной переменной. Если независимую пере- 
менную обозначить буквой х, а зависимую — буквой у, то фор- 
мулу можно записать в виде у = kx + b, где k u b — некоторые 
числа — коэффициенты двучлена. Такие функции называют 
линейными. 

Определение. Линейной называется функция, кото- 
рую можно задать формулой вида у = kx + Ь, гдех — незави- 
симая переменная, Ё и b — любые числа. 

Частным случаем линейной функции является прямая про- 
порциональность. Действительно, при 6 = О и k # 0 формула 
у = kx + 6 принимает вид и = kx, а этой формулой задаётся пря- 
мая пропорциональность. 

Какой вид имеет график линейной функции? Чтобы выяс- 
нить это, рассмотрим линейную функцию y = 0,5х + Зи при по- 
строении её графика воспользуемся графиком функции и = 0,5х. 

Сравним соответственные значения функций y = 0,5х и 
и = 0,5x + 3 при одинаковых значениях переменной x. 

Из таблицы 
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и формул y = 0,5х иу = 0,5x + 3 видно, что для любого значе- 
ния аргумента х значение функции у = 0,5х + 3 больше соответ- 
ствующего значения функции у = 0,5х на 3 единицы. Поэтому 
каждой точке графика функции у = 0,5х соответствует точка 
графика функции у = 0,5х + 3 стой же абсциссой и ординатой, 
которая на 3 единицы больше. Причём на графике функции 
у = 0,5х - 3 других «лишних» точек нет. Это можно доказать 
методом от противного. 

Значит, график функции у = 0,5х + 3 может быть получен 
из графика функции у = 0,5х сдвигом каждой его точки на 3 
единицы вверх, т. е. в положительном направлении осиу. Следо- 
вательно, график функции y = 0,5х + 3 есть прямая, параллель- 
ная прямой y = 0,5х и проходящая через точку (0; 3) (рис. 43). 
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Аналогично можно показать, что график функции y = 2х - 1 
есть прямая, параллельная прямой у = 2х и проходящая через 
точку (0; -1), т. e. сдвинутая на единицу вниз (в направлении, 
противоположном положительному направлению оси у} (рис. 44). 

Вообще график функции и = kx + Ь, где Е ~ 0, есть прямая, 
параллельная прямой у = kx, 


Если А = 0, то формула у = kx + 6 принимает вид 
у = Ох + 6, т.е. у =6. Значит, линейная функция у = kx + 6 при 
k = 0 принимает при любом x одно и то же значение. 

Построим, например, график функции и = -3. 

Множество точек вида (x; —3) есть прямая, параллельная 
оси x и проходящая через точку (0; -3) на оси y (рис. 45). 





Рис. 45 


Таким образом, графиком линейной функции является 
прямая. 

Заметим, что областью определения линейной функции 
у = kx + b является множество всех чисел, а областью значе- 
ний — либо множество всех чисел, либо число 6 (при k = 0). 

Чтобы построить график линейной функции, достаточно 
найти координаты двух точек графика, отметить эти точки и 
провести через них прямую. 


Пример З3. Построим график функции y = 2х - 3. 

Функция y = 2х - 3 является линейной. Значит, её гра- 
фик — прямая. 

Возьмем два произвольных значения аргумента х, например 
х = их = 4, и вычислим соответствующие им значения функ- 
ЦИИ: 

если x = 0, тоту=2а.0-3= -3; 

если x = 4, ту=2.4-3=5. 
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Отметим точки 4(0; —3) и B(4; 5) Ha координатной пло- 
скости и проведём через них прямую (рис. 46). 

Прямая АВ — график функции у = 2x - 38. 

Пример 4. Построим график функции у = -лх + 2, где 
—3 <х< 5. 

График линейной функции, заданной формулой у = —х + 2, — 
это прямая. График данной функции — часть прямой, ограни- 
ченная точками С и Dc абсциссами —3 и 5. 

Вычислим ординаты точек Си р: 

если x = -3, то y = -(-3) + 2 = 5; 

если х = 5,TOY=-5+2=-38. 

Отметим в координатной плоскости точки С(-3; 5) и 0(5; —3) 
и соединим их отрезком прямой. Получим график функции 
y=-x +2, где -3 <x < 5 (рис. 47). 





Рис. 46 


Заметим, что областью определения функции у = 2х - 3, 
рассмотренной в примере 3, является множество всех чисел, 
а областью определения функции у'= —х + 2, рассмотренной в 
примере 4, — промежуток —3 <х < 5. Поэтому графиком пер- 
вой функции является прямая (точки А и В лежат на этой пря- 
мой), а графиком второй — отрезок (точки С и D — граничные 
точки отрезка). Таким образом, для построения графика функции 
важно знать, какова её область определения. 

При построении графика линейной функции, как и любой 
другой функции, важно знать точки пересечения графика с 
осями координат. 
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Пример 5. Найдём точки пересечения графика функции 
у = —2х + 4 с осями координат и построим график. 

Абсцисса любой точки, лежащей на оси ординат, равна 
нулю, следовательно, для того чтобы найти точку пересечения 
графика функции у = —2х + 4 с осью у, нужно подставить вмес- 
то х число 0: 


=-—2.0+4 = 4. 

Ордината любой точки, 
лежащей на оси абсцисс, рав- 
на нулю, следовательно, для 
того чтобы найти точку пе- 
ресечения графика функции 


у = -2x + 4 сосью X, нужно 
подставить 0 вместо и: 
0 = -2x + 4, 
2x = 4, 
x= 2. 


Итак, точки пересечения 
с осями: с осью x — М(2; 0), 
с осью у — №0; 4). Отметим 
эти точки в координатной 
плоскости и проведём через 
них прямую (рис. 48). Пря- 
мая MN — график функции 
у=-2х + 4. 


1063. Является ли линейной функция, заданная формулой: 





а) у = 10х + 8; y= = +1; 

6) и = 0,1 - 0,3x; д) и = 2x° + 4; 
x 17x - 25 

ву з+ 2; у = ю ? 


1064. Линейная функция задана формулой у = 10x + 1. 
Найдите: 


а) значение функции, соответствующее значению ар- 
гумента, равному 2; —3,5; 1,8; 0; 
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6) значение аргумента, которому соответствует значе- 
ние функции, равное 46; —4; 0; 1. 


1065. Постройте график линейной функции: 


а) и = 0,5x - 2; г) у = -2х -1; 
1 

6) у = 0,5х + 3; д) у= зх- 1; 
1 

в) и = —2х + 3; е) у = 1зх + 1. 

1066. Постройте график линейной функции: 

а) у=х - 2; г) и = -0,5х - 1; 

б)у=х +3; д) у = 3x - 4; 
1 

в) y = —0,5x + 2; еу= ах +5. 


1067. Постройте график функции: 
а) и = 0,5x + 1, где —4 <х< 4; 
6) у = 0,5х + 1, roe x 2 0; 
в) у = 0,5х + 1, roe x < 2; 
г) у = 0,5х + 1, гдехе {-4; —2; 0; 2; 4}. 


1068. Найдите область определения и область значений и по- 
стройте график функции у = f(x), если: 





x? - 8x 25 — 4x? 
a) f(x) = = в) f(x) = эх +в 
9х? - 4 25 + 20x + 4x’ 
6 = : = 
) Ax) = SS r) f(x) oe 


1069. He выполняя построения графика функции у = 1,5x + 
+ 10, выясните, проходит ли этот график через точку: 


А (10; 25); С (4; —4); Е (-100; 1490); 
В(-2; 7); D(100; 160); F(O; 10). 
1070. При каких значениях а точка A(a; 2a - 1) принадлежит 
графику функции: 
а) у = —2х + 3; в) f(x) = Зх -— 1; 


б)у=-х +5; г) f(x) = Gx - 22 


1071. График линейной функции проходит через точку 
В(-1; 0,5). Найдите число k, если функция имеет вид: 


а) у = Ах - 3; 6) f(x) = kx + 1. 


236 Глава 7. Функции 


1072. Найдите координаты точек пересечения графика функ- 
ции с осями координат: 


а) и = 1,2x - 6; г) у = 0,01х - 1; 
1 2 1 

6) у = -дх + 2; д) у = 1х - 33 

в) y = 2,7x + 3; е) у = -87,5х — 5. 


1073. Постройте график функции: 
ayy=-2; бу=1; B)y=2,5; гу=-1,5. 
1074. Постройте график функции: 
—х, если x < -2; 


б) у = } 1, если -2$х<2; 


1,5х, если 
а) и = 


x22; 
—1,5x, если x < 


“L x, если x > 2. 
1075. Постройте график функции у = 50x - 100, выбрав сле- 
дующий масштаб: по оси x — 1 см соответствует 1 ед., по оси 
у — 1 см соответствует 100 ед. Найдите по графику: 
а) значение у, если x = 1,5; —0,5; 3,5; 
6) значение x, при котором у = 100; —150; -250. 
1076. Железный стержень при температуре t = 0°С имеет 
длину [ = 10 м. При изменении температуры его длина ме- 
няется по закону / = 10(1 + 0,0000121), где -100 <: < 200. 
Выясните: 
а) какую длину имеет стержень при # = 0°С; 50°C; 
—50°С; 
6) на сколько миллиметров удлинится стержень, если его 
температура повысится от —20°C до 80°C. 


| | | | ) Упражнения для повторения 


1077. Упростите выражение: 
а) (2 - (3 — х)*)* - (2 + (x - 3)*)*; 
6) (3 - (2 — a)’)? - (3+ (а- 2)°)’. 
1078.В каких координатных четвертях проходит график 
прямой пропорциональности, если этому графику принадлежит 
точка: 


о 


a) A(-1; 4); 6) в( + в) C(1,25; —1,25)? 


Чему равен коэффициент пропорциональности во всех 
случаях? 
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1079. | Известно, что размах ряда равен 1, а его медиана рав- 
на 2. Может ли его мода быть равна: 


а) 2; 6)4; в) 1? 

[1080. | В 1-м классе Федя отлично знает французский язык, 
Нина и Наташа — немецкий язык, Аня, Андрей и Алексей — 
английский язык. На олимпиаду по иностранным языкам 
нужно отправить команду из трёх человек, в составе которой 
должны быть учащиеся, знающие французский, немецкий и 
английский языки. Сколькими способами можно составить та- 
кую команду учащихся? 


39. У Взаимное расположение графиков 


линейных функций 

Расположение графика функции у = kx + 6 на координатной 
плоскости зависит от значения коэффициентов Ff и 6. 

Как зависит расположение графика от коэффициента 6? Если 
х = 0, Troy = 6. Значит, график линейной функции у = kx +6 (при 
любых значениях & и В) проходит через точку (0; 6). 

От коэффициента k зависит угол, который образует пря- 
мая y = kx + 6 с осью x. Например, прямая у = kx + 6 при 
Е = 1 наклонена к оси х под углом, равным 45° (рис. 49). Это 
следует из того, что прямая у = х совпадает с биссектрисами 
первого и третьего координатных углов. Если k > 0, то угол 
наклона прямой у = Ах + DK OCH X острый; если k < 0, то 
этот угол тупой (рис. 50). Поэтому коэффициент & называют уг- 
ловым коэффициентом прямой — графика функции y = kx +6. 





Рис. 50 
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Выясним, каково взаимное расположение графиков двух 
линейных функций у = Ех +6, иу = Ех + 6, на координатной 
плоскости. Графики этих функций — прямые. Они могут пере- 
секаться, т.е. иметь только одну общую точку, или быть парал- 
лельными, т.е. не иметь общих точек. 

Если k, ~k,, то прямые пересекаются, так как первая из них 
параллельна графику прямой пропорциональности у = Ах, 
а вторая — графику прямой пропорциональности у = F,Xx, 
а этими графиками являются две пересекающиеся прямые. 
Если k, = k,, то прямые параллельны, так как каждая из них 
параллельна графику прямой пропорциональности у = kx, 
где k = k, = /.. 

Заметим, что случай, когда k, = k, u b, = b,, мы не рассмат- 
риваем, так как речь идёт о графиках двух различных MyHK- 
ций, а при этом условии прямые у = Ех + buy =k,x + b 
совпадают. 

Итак, для любых двух линейных функций справедливо ут- 
верждение: 


2 


если угловые коэффициенты прямых, являющихся графи- 
ками линейных функций, различны, то прямые пересекают- 
ся, если же угловые коэффициенты прямых одинаковы, то 
прямые параллельны. 


На рисунке 51 изображены графики линейных функций с 
различными угловыми коэффициентами и одинаковым значени- 
ем 6, равным 2. Эти графики пересекаются в точке (0; 2). 





Рис. 51 
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Рис. 52 


На рисунке 52 изображены графики линейных функций с 
одинаковыми угловыми коэффициентами и различными значе- 
ниями 6. Эти прямые параллельны друг другу. 


Пример 1. Найдём координаты точки пересечения гра- 
фиков функций у = -3х +1Тиу=х- 3. 

Будем рассуждать так: пусть точка M(x,; у.) — искомая 
точка пересечения графиков данных функции. Тогда её коор- 
динаты удовлетворяют как первому, так и второму уравнению. 
Значит, у, = -8х, + l uy, = x, - 3 — верные числовые равен- 


0 
ства. Отсюда получаем: —3x, + 1 = x, — 3. 


Пьер Ферма (1601—1665), 
французский математик, занимался 
теорией чисел, геометрией, алгеб- 
рой, математическим анализом, тео- 
рией вероятностей; параллельно с 
Р. Декартом разрабатывал основы 
аналитической геометрии. 
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Тогда —4x, = -4 и а — 

Подставив найденное значение xX, = 1 в равенство у, = —3x, + 
+ 1 или в равенство у, = x, — 3, получим у, = —2. Таким образом, 
точка пересечения графиков данных функций имеет координа- 
ты (1; —2). 

Заметим, что часто неизвестные координаты не обозначают 
другими символами. В этом случае решение выглядит так: 


—зх + 1=х- 3, 
—4х = —4, 
x= 1, 
у=1-3=-2 (илиу=-3.1+1=-2). 
Ответ: (1; —2). 


Линейная функция часто используется в статистике. Рас- 
смотрим пример. 

Автомобиль проехал за 10 часов расстояние, равное 800 км. 
Каждый час фиксировалось расстояние от пункта отправления 
до автомобиля. После этого полученные данные отметили в KO- 
ординатной плоскости (рис. 53). 

Полученные данные достаточно разбросаны, отмеченные 
точки не лежат на одной прямой, поскольку на разных участ- 
ках дороги автомобиль двигался с разной скоростью. Однако 
все отмеченные точки группируются около так называемой 
аппроксимирующей прямой (от латинского слова proxima — 
«приближение»). 





45 678 9 1011 
Puc. 53 
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Рис. 54 


Чтобы её построить, можно приложить к чертежу линейку 
и провести наиболее подходящую прямую, содержащую вблизи 
себя все отмеченные точки (рис. 54). Проведенная прямая поз- 
воляет прогнозировать, где может оказаться автомобиль через 11, 
12 ит. д. часов после начала своего движения. 

Заметим, что в статистике существуют специальные методы 
расчётов аппроксимирующих прямых, но и рассмотренный ме- 
тод даёт вполне разумное приближение. 


1081. Постройте в одной и той же системе координат графики 
функций: 
а) у=х +4, у= -0,5х +4, y=4; 
6) у= 0,5х +2, у=0,5х, у=0,5х - 1. 


1082. Даны функции: . 
у = 0,8х +2, y=15-1,5x, у=-ьх + 6, 


4 
y = 5х — 19, у = 1,5x - 15. 
Назовите Te из них, графики которых: 
а) параллельны; 6) пересекаются. 
1 
1083. Дана функция у = 4х + 9. Задайте формулой какую- 
нибудь линейную функцию, график которой: 


а) параллелен графику данной функции; 
6) пересекает график данной функции. 
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1084. В каких координатных четвертях расположен график 
функции: 


а) у = —29х + 21; в) f(x) = 29x + 21; 
6) у = -29х - 21; г) h(x) = 29x - 21? 
1085. Линейная функция задана формулой у = ox — 7. Дока- 
жите, что график этой функции параллелен графику функции: 
a) y Ex + 83; sy = =; 


6) у = 0,4x + 3; ry = =, 





1086. Задайте формулой прямую пропорциональность, график 
которой параллелен графику функции: 


а) у = -38x + 2; в) f(x) = =x - = 


6) у = 4х + 17; г) g(x) = —0,4x - 0,05. 


1087. Докажите, что график функции и = 4,5x - 7 пересекает 
график функции: 


а) у = 6x - 1; в) у = aE 


6) у = 11 - 2,5x; гу = 8 =. 


Найдите координаты точки пересечения. 


1088. Найдите координаты точки пересечения графиков функ- 
ций: 
а) уи=б5х - Тиу= Зх +1; 
6) у = -3Зх +2 иу= 8х - 9; 
в) у = 0,4х - 5Биу= -0,1х - 3; 
г) у = 23х - биу= -—2х + 9; 
д) у = 98х иу = -102х - 3; 
е) у = -—З ии = 386x+ 1. 
1089. На рисунке 55 изображены графики линейных функций 
у = Ах + 6. Для каждого графика определите: 


а) значение БВ; 6) значение #. 


1090. На рисунке 56 построены графики линейных функций. 
Задайте каждую из этих функций формулой. 
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Рис. 55 Рис. 56 


1091. Задайте формулой линейную функцию, если её график 
не пересекает прямую у = —2x + 1 и проходит через точку: 
a) A(O; 3); 6) В(0; —2). 


[1092. | Отметьте в координатной плоскости данные статисти- 
ческого исследования, результаты которого приведены в таблице, 
и проведите аппроксимирующую прямую для результатов данного 
исследования. 


вв тю п 8. 





as [40 Г [5х [в [я о [6 [1 [15 во [8 [oe 


1093. При каком значении А график функции у = kx + 8 про- 
ходит через точку: 
а) A(1; 12); 6) В(2; 0); в) C(O; 8)? 
1094. При каком значении 6 график функции и = 7x + 6 про- 
ходит через точку: 


а) K(-1; 1); 6) L(9; 0); в) M(0; 25)? 


| | | ) Упражнения для повторения 


1095. Разложите на множители многочлен: 
ава а: 6) 66 + b*c? — b? — c?, 
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1096. Найдите значение выражения: 
(2 + 5) + (2? + 5?) + (23 + 53) + (24 + 54). 
1097. Докажите тождество: 
а) а? (а + 36) + 6726 + 3a) = (a +5}; 
6) (а + b)® — 8ab(a + В = a? + 56°. 


1098. Докажите, что произведение четырёх последователь- 
ных натуральных чисел кратно 8. 


| | у Контрольные вопросы и задания 


1. Какая функция называется прямой пропорциональнос- 
тью? Приведите пример. 

2. Что представляет собой график прямой пропорциональ- 
ности? 

3. Какая функция называется линейной и каков её график? 

4. При каком условии графики двух линейных функций пе- 
ресекаются; параллельны? 

о. Под каким углом (острым или тупым) наклонена прямая 
(график функции y = kx + 6) к оси х, если: 

а) Ё > 0; 6)k < 0? 


СТЕПЕННАЯ ФУНКЦИЯ 
$ 16. С НАТУРАЛЬНЫМ ПОКАЗАТЕЛЕМ 


40. Функция у = х?. Степенная 
функция с чётным показателем 


При нахождении площади S квадрата со стороной а мы 
пользуемся формулой 


$ = а?, гдеа > 0, 


а при отыскании объёма У куба с ребром а — формулой 
У = а3, геа> 0 


(значения а выбирают в линейных единицах, а значения 5 и 
У — соответственно в квадратных и кубических единицах). 


Этими формулами задаются функции S отаи Уота. 


Функции, задаваемые формулами у = х, у = х?, у= x3, 
у = м у= хит. д., называются степенными функциями. 


$ 16. Степенная функция с натуральным показателем 245 


Каждую из них можно получить из формулы у = х", если 
вместо п подставлять натуральные числа. Поэтому степенной 
функцией с натуральным показателем называют функцию, ко- 
торую можно задать формулой вида и = x", где х — независимая 
переменная, а п — определенное натуральное число. 

Выражение x", где n — натуральное число, имеет смысл при 
любом х. Поэтому область определения степенной функции с 
натуральным показателем есть множество всех чисел. 

Рассмотрим теперь функцию у = х?. Сначала выясним неко- 
торые свойства этой функции, а затем построим ее график. 

1) При значении аргумента, равном нулю, значение функ- 
ции также равно нулю. 

Действительно, если x = 0, то у = 0* = 0. 

Значит, точка (0; 0) принадлежит графику функции, т. е. 
график проходит через начало координат. 

2) При любом значении аргумента, отличном от нуля, 
функция принимает положительное значение. 

Покажем это. Квадрат всякого не равного нулю числа положи- 
телен: если x 0, то х? > 0, т.е. у> 0. 

Из этого свойства следует, что все точки графика, кроме 
точки (0; 0), расположены выше оси х. 

3) Любым противоположным значениям аргумента со- 
ответствует одно и то же значение функции. 

Действительно, при любом х значения х и —х являются про- 
тивоположными числами, но в то же время х? = (-х). 

Отсюда следует, что точки графика функции, имеющие про- 
тивоположные абсциссы, симметричны относительно оси у (они 
лежат на одном перпендикуляре к оси у, по разные стороны от 
этой оси и на равном от неё расстоянии). 

Теперь построим график функции. 

Учитывая, что график функции y = х? проходит через нача- 
ло координат и что противоположным значениям х соответству- 
ет одно и то же число, составим таблицу лишь для положитель- 
ных значений аргумента: 





Отметим на координатной плоскости точку (0; 0), точки, 
координаты которых указаны в таблице, и точки с отрицатель- 


246 Глава 7. Функции 


ными абсциссами, противоположными положительным (за- 
несённым в таблицу) (рис. 57). 

Чтобы точнее построить график вблизи начала координат, 
вычислим еще несколько значений функции: 





Из этой таблицы видно, что при 0 < x < 0,3 график почти 
сливается с осью X. 

Через отмеченные точки проведём плавную непрерывную 
линию. Получим график функции у = x* (рис. 58). Ясно, что 
построенная на рисунке кривая неограниченно продолжается 
вверх (как справа от оси у, так и слева от неё). 

График функции у = x? называют параболой. 






А 
> 

® 

© — 
> 


У = 2 


= po wo rh ar SD nan о © 
= Po wo Ff, og na о 


| ‚-4 -8 -2-1/01 2° 3 x 
Puc. 57 Puc. 58 


Заметим, что функция и = x* (и вообще функция и = x", 
где п — чётное число) обладает такими же свойствами, как и 
функция у = x*. График функции у = x‘ имеет такой же вид, 
как и график функции у = х" (рис. 59). Его отличие от графика 
функции у = x* проявляется лишь в TOM, что при достаточно 
малых по модулю значениях х кривая более плотно, чем график 
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у 


Рис. 59 


функции и = x’, прилегает к оси x. При x > 1 график функции 
у = x* более круто поднимается вверх (в этом случае кривая 
расположена выше графика функции и = x”). 


1099. Пользуясь графиком функции y = x*, изображённым на 
рисунке 58, найдите: 
а) значение у, соответствующее значению х, равно- 
му 0,7; 1,3; 2,2; 3,1; —0,7; —1,3; -2,2; 
6) значения х, которым соответствует y = 0,5; 2,5; 
6,5; 8,5; 
в) множество значений X, при которых значения 
функции меньше 1; меньше 4; больше 1; больше 4. 


1100. Постройте график функции: 


x?, если x20, 
у — 
—2х, если x < 0. 
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1101. Докажите, что графику функции y = x? принадлежит 
точка: 

а) А(12; 144); в) С (2025; 4 100 625). 
6) В(-102; 10 404); 

1102. Постройте график функции $ = a’, где а — длина сто- 
роны квадрата (в сантиметрах), а $ — площадь квадрата (вквад- 
ратных сантиметрах). Чем этот график отличается от графика 
функции и = х?? 

1103. Как изменится площадь квадрата, если его сторону: 

а) увеличить в 2 раза; в 5 раз; в 10 раз; в п раз, где 
п>Г; 

6) уменьшить в 3 раза; в 6 раз; в 15 раз; в т раз, где 
т> 1? 

1104. Как надо изменить сторону квадрата, чтобы его площадь: 


а) уменьшилась в 25 раз; в 100 раз; 
6) увеличилась в 9 раз; в 64 раза? 


1105. Сравните значения степеней, не выполняя вычислений: 
a) 0,6? и 0,77; в) (-0,8)? и (-0,9):; 
6) 1,27 и 1,127; г) (-2,35)? и (-2,41)?. 


1106. Используя график функции и = х*, решите уравнение: 
а) x? = 4; 6) x? = 5; в) x? = 0,7; г) x? = 7. 
1107. Принадлежит ли графику функции y = x? точка: 
а) (0,103; 0,010609); в) м (13; 2%} 
6) L(-0,103; 0,0169); г) Р(-25; Ta)? 


1108. Используя график функции и = х* (см. рис. 59), решите 
уравнение: 


а) x* = 5; в) x* = x; 

6) x* = -3; г) x* = —х. 
1109.|CkonbKO корней имеет уравнение: 

а) х4 = х+ 4; 6) x* = x- 2? 


1110. Известно, что точка А(а; 0) принадлежит графику функ- 
ции у = x°. Принадлежит ли этому графику точка: 


а) В(-а; 6); 6) С(а; 6); в) D(-a; —b)? 
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1111. Пересекает ли график функции и = x? отрезок АВ, если: 
a) A(-1,12; 4), В(0,98; 1); 
6) А(-2,02; 4), В(0,92; 1); 
в) A(-9,72; 100), B(10,02; 100)? 


| | | | | ) Упражнения для повторения 


1112. Пересекаются ли графики функций: 
а) у = 12х —- Тиу= 3х + 11; 
6) у = -32х + 1Тиу= 16(3 - 2х); 
в) и = —12х + 3(4х - 1) uy = 9x; 


1 
г) у = 5(1х + 4) иу= -3,5x? 


1113. Найдите наименьшее значение функции: 
a) p(t) = t? — 2+1; 
6) s(t) = t? + 2t + 2; 
в) y(x) = 2х? + 8х + 11. 


1114. Докажите, что значения многочлена х* + 2х3 — х? - 2x 
при целых значениях х кратны числу 24. 


1115. С овощной базы в первый день было вывезено овощей на 


" о 3 
2 т больше, чем во второй, а в третий день — 5 ТОГО, что вывезли 


за первые два дня. Сколько тонн овощей было вывезено в каждый 
день, если всего за три дня вывезено 32 т? 


41. У Функция у = хз. Степенная функция 


с нечётным показателем 


Вы познакомились со свойствами и графиком функции 
у = x*. Теперь выясним, какими свойствами обладает степенная 
функция y = x?, а затем построим её график. 


1) При значении аргумента, равном нулю, значение функ- 
ции также равно нулю. 


Это следует из того, что если x = 0, тоу = O. 
Значит, точка (0; 0) принадлежит графику функции, иными 
словами, график проходит через начало координат. 
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2) При любом положительном значении аргумента функ- 
ция принимает положительное значение, при любом отри- 
цательном значении аргумента — отрицательное значение. 

Действительно, если x > 0, то x° > 0, т.е. у > 0. Если x < 0, 
то х3< 0, так как нечётная степень отрицательного числа отри- 
цательна. 

Из этого свойства следует, что все точки графика с поло- 
жительными абсциссами расположены выше оси х, а точки с 
отрицательными абсциссами — ниже оси x. 


3) Любым противоположным значениям аргумента со- 
ответствуют противоположные значения функции. 


Например, если x = 2, то у = 23 = 8; если x = -2, то 
у = (-2)3 = -8. Вообще пусть а — произвольное положитель- 
ное число. Если x =a , To = a’, где a® > 0; если x = —а, то 
у = (-a)? = —а3, где —а? < 0. 


Значит, точки графика, имеющие противоположные абсцис- 
сы, расположены симметрично относительно начала координат 
(они лежат на одной прямой, проходящей через начало коорди- 
нат, по разные стороны от точки (0; 0) и на равном расстоянии 
от нее; иными словами, симметричными относительно начала 
координат являются точки (а; 6) и (-а; —b)). 

Построим график функции y = x°. 

Составим таблицу для положительных значений аргумента, 
округляя (там, где это необходимо) значения функции до сотых: 





Отметим на координатной плоскости точку (0; 0), точки, 
координаты которых указаны в таблице, и точки с абсциссами 
и ординатами, противоположными тем, которые записаны в 
таблице (рис. 60). 

Заметим, что точки, расположенные вблизи начала коор- 
динат, еще плотнее приближены к оси х, чем точки графика 
функции y = x*. Это видно из таблицы: 


Через отмеченные точки проведём плавную линию. Полу- 
чим график функции у = х? (рис. 61). Ясно, что построенная 
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Рис. 60 Рис. 61 


кривая неограниченно продолжается вверх (справа от оси у) и 
вниз (слева от оси и). 

График функции у = X° называют кубической параболой. 

Функция y = х? (и вообще функция у = x", где п — нечётное 
число, большее 1) обладает такими же свойствами, как и функ- 
ция и = x°. 

Аналогично выглядит и график функции y = x° (рис. 62). 
При 0 < x < 1 OH расположен ниже графика функции и = 23, а 
при х > 1 — выше него. 


1116. Пользуясь графиком функции y = x’, изображённым на 
рисунке 61, найдите: 
а) значение у, соответствующее значению х, равному: 
0,8; —0,8; 1,3; —1,3; 1,6; —1,6; 1,9; 


252 Глава?7. Функции 


yk — 6) значение х, которому со- 
-- ee: о ответствует у = 3,5; -3,5; 


= о 
> . 


Е 0,9; 0,9; 

5 y aye в) множество значений X, при 
| я О которых значение функ- 
2 й ый ции меньше 1; больше —3; 
у больше 1, HO меньше 3. 
a aca 1117. Докажите, что графику функ- 
| : | ции y = х3 принадлежит точка: 

| я | К(—6; —216); 


L(1,1; 1,331); 
M(203; 8365427). 


1118. Постройте график функции 
У = а3, где a — ребро куба (в сан- 
тиметрах), а У — объём куба (в ку- 
бических сантиметрах). Чем этот гра- 
фик отличается от графика функции 
oy = x3? 


1119. Как изменится объём куба, 
если его ребро: 
а) увеличить в 2 раза; в 5 раз; 
в 10 раз; Bn раз, где п > 1; 
6) уменьшить в 1,5 раза; в 
3 раза; в 12 раз; в т раз, 
где т > 1? 





1120. Как надо изменить ребро куба, чтобы его объём: 


а)уменьшился в 8 раз; в 512 раз; 
б) увеличился в 1000 раз; в 216 раз? 


1121. Сравните значения степеней, не выполняя вычисле- 


а) (0,2)3 и (0,3)3; г) (-1,2)3 и (-1,4)3; 
6) (1,3) и (—1,3)3; д) (-0,01)3 и (0,01); 
в) (-0,2)3 и (—0,4)°; е) (-1,1)° и (-1,01)°. 


1122. Используя график функции у = х*, решите уравнение: 
а) x? = 8; 6) хз = -8; в) хз = 5; г) хз = 5. 
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1123. Принадлежит ли графику функции y = х* точка: 


а) А(5; 125); в) С[13; 229 } 
11). и 
6) В(-; in} г) D(-13; -2198)? 


1124. Используя графические представления, сравните значе- 
ния степеней: 


а) 0,3° u 0,55; в) (-0,2)° и (-0,3):; 
6) 1,8°и 1,7°; г) (-4,6)? и (-4,5)?. 
1125. Используя график функции y = x° (см. рис. 62), решите 
уравнение: 
а) х? = 2; 6) x® = -2; в) хз = x; г) x° = -x. 


1126. Сколько корней имеет уравнение: 
а) х? =х + 4; 6) х? = -х - 3? 


at, 


41,2 01,4 | 16х 
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1127. Известно, что точка А (а; 5) принадлежит графику функ- 
ции и = x’. Принадлежит ли этому графику точка: 
а) В(-а; 6); 6) C(-a; 5); в) D(a; -5)? 
[1128. | На рисунке 63 построены графики функций y = x, у=х”, 
у = х3, область определения которых есть множество {х|х> 0}. 
Пользуясь графиком, сравните: 


а) аиа:-*, если 0 <а<1; г аиа-, если а > 1; 
б) аи а3, если 0 <а<1; д) аи а3, еслиа > 1; 
в) a? u а3, если 0 <а<1; е) а? и a’, если а > 1. 


1129. Запишите числа 0,208; 0,2082; 0,2083; 1,453; 1,4537; 
1,4533 в порядке возрастания. 


| | | ) Упражнения для повторения 


1130. Принадлежит ли графику функции и = x? точка: 


а) А(-3,2; 10,24); 6) в[п: < 


в в) (135 21]? 
64. 2 


4 
1131. Найдите координаты точек пересечения графиков функ- 
ций у = х*иу = Тх - 12. 


1132. Из города А в город В автомобиль ехал со скоростью 
80 км/ч, а обратно — со скоростью 90 км/ч. В результате на путь 
из BBA он затратил на 1 ч меньше, чем на путь из А в В. Найдите 
расстояние между городами А и В. 


1133. Докажите тождество: 
(а-+6) - (a — b)* = 8абБ(а? + 56°). 


| | | | , Контрольные вопросы и задания 


1. Какая функция называется степенной функцией с нату- 
ральным показателем? 

2. Приведите примеры степенной функции с чётным показа- 
телем и с нечётным показателем п > 1. 

3. Сформулируйте свойства функции у = x* и свойства её 
графика. 

4. Сформулируйте свойства функции у = х?3 и свойства её 
графика. 
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НН aoa 


к главе 7 


К параграфу 14 
1134. Функция задана таблицей: 





Задайте каждую из этих функций формулой. 


1135. Пусть Х = {10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20} — 
множество значений аргумента х, а У = {1; 1,1; 1,2; 1,3; 1,4; 1,5; 
1,6; 1,7; 1,8; 1,9; 2} — множество значений функции у. Задайте 
формулой функцию и OT X, зная, что: 

а) значению x = 10 соответствует y = 1; 
6) значению x = 10 соответствует и = 2. 


1136. Функция задана формулой у = (x - 1)(x - 2)(x - 3). 
Найдите: 
а) значение функции, если значение аргумента равно 
—1; 0; 5; 
6) значение аргумента, если значение функции рав- 
но 0. 


1137. Функция задана формулой y = x? - 8х + Т. Найдите: 
а) значение функции, если значение аргумента рав- 


но 0; 1; —2; 
6) значение аргумента, если значение функции рав- 
но 7; 0. 


1138. Дана функция f(x) = 3 - —. Найдите /(-2), f(0), f(1). 
x 
Существует ли значение аргумента, при котором значение функ- 


ции равно 3? 
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1139. Найдите область определения функции: 








а) ПН, НЕЕ Г) Е 
> Ge + I +5)’ У” а’ 
9 10 
6) у = = т; 
yy ee 9 д) и а 
3) _х-4. ject’ 
У 4 y Ix —2\° 


11140. Каждому прямоугольнику соответствует единственное 
положительное число, выражающее площадь этого прямоуголь- 
ника (в квадратных сантиметрах). Это соответствие является 
функцией. Приведите пример, подтверждающий, что обратное 
утверждение «каждому положительному числу соответствует 
единственный прямоугольник, площадь которого (в квадратных 
сантиметрах) равна этому числу» неверно. 


1141. Каждому числу т из множества {10, 11, 12, 13 14, 15, 
16, 17, 18, 19, 20} поставили в соответствие остаток г от деления 
этого числа на 7. Задайте функцию г от т таблицей. 


1142. Постройте график функции: 
— 2-х, если -1< x < 2, 
у х-2, если? <х<4. 
1143. Дана функция 
х?, если x < 0, 
a 2 
—~x*, еслих > 0. 


Найдите значение функции, соответствующее значению ap- 
гумента, равному: 


a) —3; 6) —1; B) O; r) 1; д) 2; е) 3. 
1144. | Постройте график функции: 


‚ где -1 <x 2; 





а) и = ‘ 
y= x+2 


бу= ‚ где —1 <х< 4; 





в) у = х? - 1, где -2 <х<2; 
г) у=х? - 3х, где -1<х<4. 
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Рис. 64 


1145. Кривая АВ (рис. 64) — график первой функции, кривая 
CD — график второй функции. Укажите множество значений 
аргумента, при которых: 

а) значения первой и второй функций равны; 

6) значения первой функции больше, чем значения 
второй функции; 

в) значения первой функции меньше, чем значения 
второй функции. 

1146. На рисунке 65 изображены графики изменения темпе- 
ратуры воздуха в Новгороде (кривая KL) и Архангельске (кривая 
ММ) в течение суток. Ответьте на вопросы. 

1) В какие промежутки времени температура воздуха 
в Новгороде и Архангельске: 
а) была ниже 0 °С; 6) была равна 0 °С; в) была выше 
0 °С; г) повышалась; д) понижалась? 
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2) В какое время суток температура воздуха: 


а) была одинакова в обоих городах; 6) была в Новго- 
роде выше, чем в Архангельске; в) была в Новго- 
роде ниже, чем в Архангельске? 


3) На сколько градусов выше (или ниже) была темпе- 
ратура воздуха в Новгороде, чем в Архангельске: 
а) вбч; б)в 12 4; B)B 184? 


К параграфу 15 


1147. Докажите, что функция, заданная формулой 
и = (x —8)* - (x + 8), является прямой пропорциональностью. 


1148. Постройте график функции: 
a) y = x(x - 5) - 1х(8х - 38); 


6) у = x2(x — 1,5) — (х- 0,5)8 — 5. 


1149. График прямой пропорциональности — прямая, парал- 
лельная графику линейной функции, проходящему через точки 


А [5 25) и В (+ 0| . Задайте эту прямую пропорциональность 
формулой. 


1150. В цистерне содержится 30 т бензина. Насос выкачивает 
из неё каждую минуту по 0,25 т. 

Обозначьте буквой т массу (в тоннах) оставшегося в цистер- 
не бензина после t мин работы насоса. 

Задайте формулой функцию т от ¢t и постройте её график, 
выбрав следующий масштаб: по оси + — 1 см соответствует 
20 мин, по оси т — 1 см соответствует 5 т. 

Ответьте на вопросы: 

а) сколько бензина останется в цистерне через 20 мин; 
через 1 ч; через 1 ч 40 мин; 

6) через сколько минут после начала выкачивания 
в цистерне останется 20 т; 10 т бензина; 

в) через какое время после начала работы насоса весь 
бензин будет выкачан из цистерны? 
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1151. На рисунке 66 изображён гра- 8, KM, |. 
фик движения автомобиля из пункта ||. 
А в пункт В. Задайте функцию 3 oT t 
тремя формулами. 240 

При каких значениях { эта функ- 180 
ция является прямой пропорциональ- 490} 


1152. Точка В(т; 1,5) принадле- Ak й о — = 
Найдите значение т. 2333 eR ed oe 





Puc. 66 
1153. Постройте график функции: is 


—0,5x, если x < 0, 2х, еслих < 0, 
а) у = Oo) у = 


0,5х, если x 2 0; —2х, если x 20. 


1154. Докажите, что функция, заданная формулой и = (x — 3)* - 
— x(x — 8), является линейной. 


1155. Является ли линейной функция, заданная формулой: 


ду 2, r) y = (= + 5)? - (х- 5) 
бу ——; a) y = (x - 12+ (x - 3); 
в) y = x? — x(x + 1); е) и = (x + 2)3 — x(x + 3)?? 


1156. Задайте линейную функцию формулой, если известно, 
что при х = 5 и-= 46, а при х = бу= 6. 


1157. Множество Х = {x|1 < x < 5} является областью 
определения некоторой линейной функции, а множество 
У = {y|2 < y < 6} — множеством значений, принимаемых функци- 
ей. Подберите две различные формулы, которыми можно задать 
эти функции. 


1158. Постройте график функции, заданной формулой: 
а) у = (x - 0,5)? - (x + 0,5}; 
6) у = (x + 0,5)? — x*(x + 1,5). 


[1159.| Функция т от п задана описанием: каждому натураль- 
ному числу п соответствует число т, которое при делении на 2 
даёт в частном п и в остатке 1. Задайте эту функцию формулой. 
Что представляет собой график этой функции? 
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1160. Постройте график функции: 


х, если 0 <х < 8, 
а) y = 
—х +6, если 3 < x < 6; 


—2, если x < —-2, 


| 


6) у x, если -2 < x <2, 


2, еслих > 2. 


1161. Дана функция: 


—х -2, еслих <0, 
у = 
x-2, еслих?20. 


Заполните таблицу 





и постройте график функции. 


1162. Дана линейная функция у = йх - 3. При каком значе- 
нии коэффициента Ё график этой функции: 


а) параллелен графику прямой пропорциональности 


и = —45; 
6) не пересекает график линейной функции у = 
= —0,1х + 4; 


в) не пересекает ось абсцисс; 

г) проходит через точку М(-1; 1); 

д) пересекает ось абсцисс в точке с абсциссой -1; 

е) проходит через точку пересечения графиков функ- 
ций у=2а-хиу=х+1; 

ж) пересекает ось абсцисс в точке с положительной 
абсциссой; 


3) проходит через точку, абсцисса и ордината которой 
равны? 


1163. График линейной функции проходит через точки C(O; 2) 
и D(6; 0). Задайте формулой прямую пропорциональность, если 
известно, что ее график параллелен графику данной линейной 
функции. 
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1164. Графики линейных функций 
Y= 2x 7 1, у = 0,5x + 4, y= —2х + 9, y=0,5x -1 


пересекаются в точках A, В, Си РО. Постройте четырёхуголь- 
ник ABCD. 


1165. В результате пересечения прямых, являющихся графи- 
ками линейных функций y = ах -l,y=-2x-luy= ~x + 4,25, 


образовался треугольник. Постройте ero. 


1166. Выясните, лежат ли точки А (-4; 6), В(4; 4) и C(12; 2) 
на одной прямой. 


1167. Найдите угол наклона прямой (графика линейной функ- 
ции) к оси х, если угловой коэффициент этой прямой равен: 


а) 1; 6) —1. 
1168. Докажите, что треугольник, ограниченный прямыми 
у=-х +1, у=х+Ти осью x, — прямоугольный. 


1169. Какую фигуру образует множество точек, ограниченное 
прямыми у =х +4, у=х-4, у=-х +4, у=-х- 4? 


К параграфу 16 


1170. Точка А(а; 2,25) принадлежит графику функции и = x’. 
Найдите абсциссу точки А. 


1171. Точка B(9; 5) принадлежит графику функции у = x’. 
Найдите ординату точки В. 


1172. Точка С(а; 6) принадлежит графику функции у = хи 
графику функции и = х3. Найдите координаты точки С. Сколько 
таких точек? 


1173. Постройте график функции у = -х* и опишите его 
свойства. 

1174. Постройте график функции у = -х3 и опишите его 
свойства, 


1175. Принадлежит ли графику функции y = x* точка: 
а) А(3; 81); 
6) B(-1,1; 1,4641); 
в) С(28; 614 657)? 
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1176. Принадлежит ли графику функции у = х? точка: 
a) К(-5; 3125); 
6) L(49; 720 576 032); 
в) M(7; 16 807)? 


1177. | Постройте график функции: 


x, еслих < 0, 
а) у = 


x?, если x > 0; 


6) хз, если x < 0, 
у — 
—х, если x 2 0; 


1, если х<-Тилих?2 1, 
в у=\ , 

x“, если -l<x <1; 

—1, еслих < -l, 
Г) у = 4x3, если -1< x <1, 


1, еслих > l. 


1178. Используя график функции у = x? (см. рис. 58) и ли- 
нейку, решите уравнение: 


а) х’ =х + 6; 


в) x? = —2х + 3; 
б) x? =х+2; 


г) x? = -3,5х + 2. 


1179. Используя график функции у = x? (см. рис. 61) и ли- 
нейку, решите уравнение: 


а) x? = x; в) хз = 8; 


6) x? = 0,5x + 0,5; г) x? = 2,25х. 


1180. Используя графики функций y = x? ии = x’, найдите 
(приближенно) корни уравнения: 


а) x? = 2; в) x? = 2; 
6) x2 = 5 =. 


1181. Воспользовавшись графиками функций у = х' и 


у = хз, укажите множество значений х, для которых выполняется 
неравенство: 


ах. 6) x? < 2. 
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1182. Используя графики функций у = x? иу = x3, дока- 
жите, что: 
а) хз < х?, еслих <1; 
6) хз > x*, еелих > 1. 
1183. Расположите в порядке возрастания числа а, a’, a’, 
a‘, а’, если известно, что: 
а) 0 <а<1; в) -1 <а< 0; 
6)a> 1; гра < -1. 


1184. Сколько корней имеет уравнение: 
а) x? = 3; 6) х* = -2; в) хз = -2; г) хз = 3? 


СИСТЕМЫ 
ЛИНЕЙНЫХ 
ГЛАВА h УРАВНЕНИЙ 


В этой главе рассматриваются уравнения с двумя перемен- 
ными, их решения и графики. Основной материал главы посвя- 
щен простейшим уравнениям — линейным уравнениям с дву- 
мя переменными, а также их системам. Среди традиционных 
тем — решение линейных уравнений с двумя переменными в 
целых числах — решение диофантовых уравнений. Весь изу- 
ченный материал применяется для решения текстовых задач 
с помощью систем уравнений. 


ЛИНЕЙНЫЕ УРАВНЕНИЯ 
$ 17. С ДВУМЯ ПЕРЕМЕННЫМИ 


42. У Уравнения с двумя переменными 


Рассмотрим равенство 


x? + 2y = 6. (1) 
Оно содержит две переменные х и у. Такие равенства назы- 
вают уравнениями с двумя переменными. 
Если в уравнение x’? + 2y = 6 вместо х подставить число 2, a 
вместо у — число 1, то получится верное равенство 


27+2:1=6. 
Пару чисел 2 и 1 называют решением уравнения (1). 


Определение. Решением уравнения с двумя перемен- 
ными называется пара значений переменных, обращающая это 
уравнение в верное равенство. 


Пара чисел 1 u 2, где 1 — значение x, а 2 — значение у, He яв- 
ляется решением уравнения (1), так как равенство 1°+2-2=6 
неверно. 

Пару значений двух переменных обычно записывают с по- 
мощью круглых скобок. Рассмотренные пары чисел lu 2,2ul 
можно записать так: (1; 2), (2; 1). При такой записи надо усло- 
виться, какое из значений двух переменных пишется на первом 
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месте и какое — на втором. Для переменных х и у обычно на 

первом месте пишут значение переменной х. 

Найдем ещё несколько решений уравнения (1). Для этого 
подставим в это уравнение вместо переменной х какое-нибудь 
её значение, например число 4. Получим уравнение с одной 
переменной 4? + 2y = 6. Решив это уравнение, найдём у = —5. 

Пара чисел (4; —5) является еще одним решением уравнения 
(1), так как равенство 4? +2 - (-5) = 6 верно. 

При нахождении других решений уравнения (1) придется 
снова подставлять вместо переменной х какое-нибудь её значе- 
ние и рентать уравнение с одной переменной. Эту работу можно 
несколько упростить, если сначала решить уравнение (1) от- 
носительно переменной у, т. е. выразить переменную у через 
переменную x. Для этого перенесём слагаемое х? из левой части 
в правую, изменив его знак, а затем разделим на 2 обе части 
уравнения, получим: 

у-3- 527. (2) 
Уравнения (1) и (2) имеют одно и то же множество решений. 
Уравнения с двумя переменными, имеющие одно и то же 

множество решений, называются равносильными. 

При получении уравнения (2) из уравнения (1) были ис- 
пользованы свойства уравнения с двумя переменными. Они 
формулируются так же, как и свойства уравнения с одной пе- 
ременной: 

1) если в уравнении перенести слагаемое из одной части в 
другую, изменив его знак, то получится уравнение, равносиль- 
ное данному; 

2) если обе части уравнения умножить или разделить на 
одно и то же отличное от нуля число, то получится уравне- 
ние, равносильное данному; 

3) если в какой-либо части или в обеих частях уравнения 
выполнить тождественное преобразование, не меняющее об- 
ласти определения уравнения, то получится уравнение, равно- 
сильное данному. 

Теперь, чтобы найти какое-нибудь решение уравнения 
(1), достаточно подставить в равносильное ему уравнение (2) 
вместо х одно из его значений и найти соответствующее ему 
значение у. Например, если x = -2, то у == 1; если x = 0, то 


y= 3; если x=1,T0y=25 ит. д. 
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Уравнение с двумя переменными обычно имеет бесконечное 
множество решений. Однако можно указать уравнение с двумя 
переменными, имеющее одно решение или не имеющее реше- 
ний. Так, уравнение x” + у? = 0 имеет лишь одно решение (0; 0), 
а уравнение x* + у? = -1 не имеет решений. 


НН фея 


1185. Какие из пар (0; 5), (5; 0), (13; 12), (5; 5), (-3; —4), 
(3; 4), (4; 3) являются решениями уравнения: 
а) х? + и? = 25; 6) x? — и: = 25? 


1186. Является ли пара чисел (-6; 1) решением уравнения: 
а) 2x + зи = -9; 6) Зу — 2x = 10? 


1187. Пары значений переменных и и и указаны в таблице: 





Какие из них являются решениями уравнения: 
а) и? -и-4 = 0; 6) Зи — 50 = -11? 


1188. Напишите какое-нибудь уравнение с переменными 
y UW Z, решением которого является пара чисел: 


ау = иг = 2; б) и = 3,5 иг = 4. 
1189. Найдите два каких-нибудь решения уравнения: 
а) x - Зу? = 5; 6) 2х? -и = 4. 


1190. Выразите переменную y через переменную х, исполь- 
зуя уравнение: 
а) 3 + Зи - 2х? = 0; 6) 7x + 5y = 3. 


1191. С помощью уравнения и - 2u = 10 выразите: 
а) v через и; 6) и через и. 


1192. Решите относительно переменной у уравнение: 
а) 4х — 5и = 0; 6) 4y — x? = 4: в) 2х? —-у=4. 


1193. Выразите из уравнения: 
а) т? — п = 5 переменную п через переменную т; 
6) 2х + 8y = 6 переменную у через переменную х; 
в) 2х — Зу = 6 переменную x через переменную у; 
г) 4h — 21 = 1 переменную ¢t через переменную h. 
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1194. Найдите три каких-нибудь решения уравнения: 
а) 3x + 4y = 12; в) 2х — By? = 5; 
6) 9x — 2y = -18; г) 3x? — 2y = -1. 
1195. Выразив переменную x через переменную у, найдите 
два каких-нибудь решения уравнения: 
а) Ту-х = -—2; 6) 4х - Зи = 15. 
1196. Среди решений уравнения у — 3x = 6 найдите такое 
решение, в котором значения переменных: 
а) равны; 6) противоположны; в) отличаются на 1. 


1097. При каком значении а пара (а + 1; 2а - 1) является 
решением уравнения: 
а) 2х +у=5; бх-2у=1; 3B)x?-y’?=3? 


| | | | ) Упражнения для повторения 


1098. Разложите на множители: 
а) хз + 2 -х-1; 6) 16 - 4a + a? - a’. 
1099. Докажите тождество 
(x + у (x — yP = x(x? — у + y (x? — yf’. 
1200. Представьте в виде многочлена: 


а) р+Ё-4)фФ-+Е+ 4); в) (x - у- 6)(х+у+6); 
6) а-6+5)(а-+ 6+ 5); r)(m-n+ 2)(m+n- 2). 


43. У Линейное уравнение с двумя 


переменными и его график 


Каждое решение уравнения с двумя переменными можно 
изобразить точкой в координатной плоскости. Множество таких 
точек называют графиком уравнения с двумя переменными. 


Определение. Графиком уравнения с двумя перемен- 
ными называется множество точек координатной плоскости, 
координаты которых являются решениями этого уравнения. 


Из попытки заменить линии их уравнениями и наоборот в 
ХУП в. зародилась аналитическая геометрия. У её истоков сто- 
яли два французских математика: П. Ферма и Р. Декарт. 
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Рис. 67 
На рисунке 67 изображены графики уравнений x* + y* = 9 
и у - х* = —4. Первый из них показывает, что соответствие, 


задаваемое уравнением x” + у? = 9, не является функцией, так 
как, например, значению х, равному нулю, соответствует не 
одно, а два значения у — числа Зи -3. Второй является графи- 
ком функции, так как каждому значению х соответствует одно 
значение у. 

Каждое из уравнений 4x + 3y = 8, 5x - бу = 0, -2х +у= 
= —2 имеет вид ах + by = с. Для первого уравнения а = 4, 
Ь = 3Зис = 8, для второго а = 5, b = -6 ис = 0, для третьего 
а =-2, 6 =Т1Тис=-2. Уравнения такого вида называют линей- 
ными уравнениями с двумя переменными. 


| 


Рене Декарт (1596—1650), фран- 
цузский философ, математик, физик 
и физиолог; заложил основы ана- 
литической геометрии, дал понятие 
переменной величины и функции, 
ввёл многие алгебраические обо- 
значения. 
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Определение. Линейным уравнением с двумя пере- 
менными называется уравнение вида ах + by = с, гдехиу — 
переменные, а, b и с — некоторые числа. 


Число с в линейном уравнении называют свободным членом. 
Рассмотрим график линейного уравнения. Возьмем в ка- 
честве примера уравнение —2х + у = 3. Решим это уравнение 
относительно у. 
Получим: 
у = 2х + 3. 


Формулой y = 2x + 3 задаётся линейная функция. Её графи- 
ком является прямая (рис. 68). Так как равносильные уравнения 
у = 2х + Зи —2х + у = 3 имеют одно и то же множество решений 
и, следовательно, один и тот же график, то графиком уравне- 
ния —2х + у = 3 является прямая, изображённая на рисунке 68. 

Вообще графиком любого линейного уравнения с двумя пе- 
ременными х и у, которое можно решить относительно у, яв- 
ляется прямая. Решить линейное уравнение относительно у 
можно тогда, когда коэффициент при у не равен нулю. Если же 
коэффициент при у равен нулю, то следует 
рассмотреть два случая: 1)коэффициент 
при х не равен нулю, 2) коэффициент при 
х равен нулю. 

Возьмем, например, уравнение 
3x + Oy = 6, в котором коэффициент при у 
равен нулю, а коэффициент при х не равен 
нулю. Его решениями являются все пары 
чисел (х; у), в которых х = 2, ау — любое 
число. Следовательно, график этого уравне- 
ния будет состоять из всех точек координатной 
плоскости, имеющих абсциссу 2. Эти точки 
образуют прямую (рис. 69), параллельную 
оси у и проходящую через точку (2; 0). 

Рассмотрим, наконец, уравнение вида 
Ох + Оу = с, в котором коэффициенты при 
у и при х равны нулю. Если при этом с #0, 
то уравнение не имеет ни одного решения. 
Значит, его график — пустое множество. 
Если же с = 0, то любая пара чисел слу- 
жит его решением. В этом случае графи- 
ком уравнения является вся плоскость. 
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Графиком линейного уравнения с двумя переменными, в 
котором хотя бы один из коэффициентов при переменных 
не равен нулю, является прямая. 


Если в линейном уравнении коэффициенты при перемен- 
ных равны нулю, а свободный член не равен нулю, то его 
график — пустое множество. Если же коэффициенты при 
переменных и свободный член равны нулю, то графиком ли- 
нейного уравнения является плоскость. 


Рассмотрим на примерах построение графиков линейных 
уравнений, в которых хотя бы один из коэффициентов при пе- 
ременных отличен от нуля. 


Пример 1. Построим график уравнения 2х - зу = 6. 

Это уравнение линейное, так как оно имеет вид ах + by = с, 
гдеа = 2, 6 = —-Зис = 6. Коэффициенты при переменных отлич- 
ны от нуля. Поэтому его графиком является прямая. Так как 
прямая определяется двумя её точками, то достаточно найти 
координаты двух каких-либо точек этой прямой: 


если x = 0, Toy = -2; 
если x = 3, To y = 0. 
Отметим в координатной плоскости точки (0; —2) и (3; 0) и 


проведем через них прямую (рис. 70). Эта прямая является гра- 
фиком уравнения 2х - зу = 6. 


Пример 2. Построим график уравнения —1,5y = 3. 

Данное уравнение можно рассматривать как линейное урав- 
нение Ox - 1,5y = 3 с двумя переменными, так как оно имеет 
вид ах + by = с, гдеа = 0, 6 = -—1,5 ис = 3. Коэффициент при у 
отличен от нуля, значит, графиком уравнения является пря- 
мая. Она параллельна оси х (рис. 71), поскольку каждому зна- 





Рис. 70 Рис. 72 


$ 17. Линейные уравнения с двумя переменными 271 


чению х соответствует значение у = —2. Эта прямая проходит 
через точку (0; —2). : 
Пример 3. Построим график уравнения зх = 1; 


Это уравнение можно рассматривать как линейное уравне- 


1 
ние gx + Oy = 1 с двумя переменными, так как оно имеет вид 


ах + бу = с, гдеа = =, Ь = Оис= 1. Графиком этого уравнения 


является прямая, проходящая через точку (3; 0). Она парал- 
лельна оси у (рис. 72), поскольку значению х = 3 соответствует 
любое значение у. 


1201. Какие из уравнений -х + бу=-5, x* + y=T, 
ду - 4х =Эи = 12 являются линейными уравнениями 
с двумя переменными? 


1202. Проходит ли через начало координат график урав- 
нения: 
а) у = —0,8x; в) x* — 2ху + у? = 0; 
6)y-4= 5x - 3; г) (x + 3)? = (и- 3)? 


1203. Какие из точек A(—1; —2), В(4; —2), С(0,4; 0) и D(LO; 1) 
принадлежат графику уравнения: 


а) 10х - Ту = 4; 6) 7, = 2x - 10? 


1204. Проходит ли через точку М (0,1; —0,1) график уравне- 
ния: 
а) 2х — 10y = -0,8; в) x? + у? = 0,02; 
6) -5х + Зу = -1; г) x? — y* = 0? 


1205. При каком значении т точка Р(т; 1 - т) принадлежит 
графику уравнения: 


а) 2х +y=7; в) x? — у? = 14; 
6) 2х —y = 5; г) х? + у? = 1? 
1206. Постройте график уравнения: 
а) и — 3x = 4; г) 4у — 3x = 8; 
6) 2у + x = -3; m)—Sy t+ вх = 1; 


в) Зи + 4х = 12; е) 0,5y — 0,2х = 0,3. 
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1207. Начертите график уравнения: 


а) Зх = 2y + 1; г) бу = -2,5х; 
6) -Зи = 2х + 6; д) 0,6x = -3; 
в) 5х = 2,5у; е) —0,5у = 1,5. 
1208. Постройте график уравнения: 
a)y — x = 3,5; г) бу — 2x = 10; 
6)yt+tx=-4; д) -0,2x = 1; 
в) 1,5х + 1,5y = 3; e) О,Зу = -1,0. 
1209. Начертите график уравнения: 
а) х+уи+ 1 = 0; в) 0,8(х - у) =5 - 2y; 
б) х + 3 = 2y; г) (2х — и) + (2х + у) = 12. 


1210. На графике уравнения 16х - 15у = 80 взята точка А. 
Найдите: 


а) ординату точки А, если её абсцисса 10; 
6) абсциссу точки А, если её ордината —4. 


1211. Точка М принадлежит графику уравнения 
24x + 25у = 600. 
Найдите: 
а) абсциссу точки М, если её ордината 24; 
6) ординату точки М, если её абсцисса 25. 


1212. Найдите координаты точек пересечения с осями коор- 
динат графика уравнения: 
а) 12х - 15y = 180; 6) 30х + 20у = 6. 


1213. Найдите координаты точки пересечения графиков 
уравнений 1,2х = 3 u 2y = -5. 


| | | | Упражнения для повторения 


1214. Найдите два каких-либо решения уравнения: 
а) 10у — 5х = 20; 6) 4х? + Зу = 8. 
1215. Упростите выражение: 


а) (2х — Ty)? + (8x + 4y)? - (3х + у(3х - y); 
6) 5(а - 46) (46 + а) + (a - 45) (-46 + а) + (a + 4b)’. 
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44. у Решение линейных уравнений 


с двумя переменными в целых числах 


Пары чисел & -3), (-5; —9), (1; №, (4; 6) являются реше- 
ниями линейного уравнения 5х - Зу = 2 с двумя переменны- 
ми. Три последние пары отличаются тем, что значения хиув 
них — числа целые. Такие решения называют целочисленными 
решениями. Если требуется найти все целочисленные решения, 
то говорят о решении уравнения в целых числах. 

Именно таким решениям уравнений был посвящён труд Ди- 
офанта Александрийского (Ш в.) «Арифметика». 


Уравнение 4х + зу = 1 не имеет целочисленных решений, 


2 
так как при целых значениях х и у значение левой части есть 
целое число, тогда как значение правой части — число дроб- 
ное. 
Уравнение 7х — у = —1 имеет сколько угодно целочисленных 
решений. Если решим это уравнение относительно у, то полу- 
чим равносильное ему уравнение 


у= т + 1х. 


При подстановке вместо х любого целого числа п в резуль- 
тате вычислений получим соответствующее значение у, которое 
также будет целым числом. Таким образом можно найти сколь- 
ко угодно целочисленных решений уравнения 7х — у = -1. Все 
целочисленные решения этого уравнения выражаются форму- 
лами х =пииу = 1 + Tn, гдел = 0; +1; 12; .... 

Найдем по этим формулам несколько целочисленных реше- 
ний уравнения 7x — и = -1: 

если п = 0, тох =биу= 1; 

если п = 1, тх =Тиу= 8; 


если п = -1, то х = -иу= -6; 
если п = 2, ттх =2иу= 15; 
если п = —2, тох = -2иу= -—13. 


Уравнение 4х + зу = 5 имеет вид ах + by = с, в котором а 


и 6 взаимно простые числа. Любое линейное уравнение с рацио- 
нальными числами а, фи с можно привести к такому виду. 
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По этому виду можно узнать о наличии в нём целочисленных 
решений: если свободный член уравнения дробное число, то 
уравнение не имеет целочисленных решений. 

Уравнение 7x — у = —1 имеет вид ах + by = с, в котором а 
или 6 равно 1 или —1, ас — число целое. К, такому же виду с по- 
мощью введения вспомогательных переменных можно привести 
любое линейное уравнение с двумя переменными, в котором ко- 
эффициенты при переменных (или их модули) взаимно простые 
числа, а свободный член — целое число. 

Возьмем уравнение 20x + Зу = 10. Его коэффициенты при 
переменных взаимно простые числа и свободный член целое 
число. Коэффициент при x больше коэффициента при у. Пред- 
ставим его в виде суммы двух натуральных слагаемых так, что- 
бы первое слагаемое было наибольшим числом, кратным числу 
3 (коэффициенту при у). Получим: 

20х + зу = 10, 


(18 + 2)x + Зи = 10. 


Раскроем скобки, сгруппируем первое и третье слагаемые и 
вынесем за скобки общий множитель 3: 


18х + 2х + зу = 10, 
3(6x + и) + 2х = 10. 
Обозначим выражение 6x + и буквой k: 
6x +y=R. (1) 
Получим уравнение с переменными F их: 


ЗЕ + 2х = 10. 


Проведём аналогичные преобразования с полученным урав- 
нением: 
(2+ ТЕ + 2х = 10, 


Е НЕ + 2х = 10, 
2(Е + Хх) + Е = 10. 
Обозначим выражение k + x буквой п: 
Е+х=п. (2) 
Получим уравнение с двумя переменными А ип: 


ап + Ё = 10. 
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В этом уравнении коэффициент при k равен 1. Решив урав- 
нение относительно Ё, получим: 


в = 10 - 2п. 
Подставим в равенство (2) вместо Ё выражение 10 - 2п: 
10-2n+x=n. 
Решим получившееся уравнение относительно X: 
x = -10 + 3n. 


Мы получили одну из формул решений уравнения 20х + 
+3y = 10. Чтобы получить вторую формулу, подставим в ра- 
венство (1) вместо x выражение —10 + 3n, а вместо Ё выражение 
10 — 2n: 

6(-10 + 3п) + и = 10 - 2n. 

Решим полученное уравнение относительно у: 

y = 70 - 20n. 

Формулы x = -10 + 8n uy = 70 - 20п при п = 0; +1; +2; ... 
дают все целочисленные решения уравнения 20x + 3y = 10. 
Например, если п = 3, то x = -Т иу = 10; если п = 0, то 
х = -10иу= 70. 

Решение некоторых задач сводится к нахождению одного 
или нескольких целочисленных решений линейного уравнения 
с двумя переменными. 

Задача. Купили несколько книг по 70 р. и несколько по 
8Ор. Вся покупка обошлась в 500 р. Сколько купили книг? 

Решение. Пусть купили x книг по 70 р. и у книг по 80 р. 
Тогда все книги стоили 70x + 80у рублей. По условию задачи за 
них заплатили 500 р. Значит, 


70x + 80у = 500. 
Разделим каждую часть уравнения на 10: 
Tx + 8y = 50. 


Числа Ти 8 взаимно простые, а число 50 — целое. Поэтому 
уравнение имеет сколько угодно целочисленных решений. Най- 
дем их формулы: 

7x + 8y = 50, 
7x + (7+ Ту = 50, 
1х + Ty + y = 50, 
W(x + у) + и = 50, 
x+ry=n, 
п + у = 50, 
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у = 50 - 7n, 
х + 50 - п =n, 
x = —50 + 8п. 

Значит, x = —50 + 8п иу = 50 - 7n, где п = 0; +1; +2; ... 
Значение х будет положительным при п > 6, а значение у бу- 
дет положительным при п < 8. Обоим условиям удовлетворяет 
n=. При п = 1, х=биу= 1. 

Ответ: 7. 


1216. Имеет ли целочисленные решения уравнение: 


а) 12x + 18y = 30; B) 1х + ey = 1; 
_ _ 9. 4,._ 41, = 209 

6) 25x - 15y = 2; г) 7х ley 21! 
1217.) Решите уравнение в целых числах: 

а) 4х + 3y = 2; в) 7x + 5y = 10; 

6) 2x — 5у = 1; г) 38x - Шу = -4. 
1218.| Найдите три целочисленных решения уравнения: 

a) 5х — 2у = 3; в) 7x + 4y = 0; 

6) эх + ЗУ = 6; Г) lox ley Ls 


1219. | Найдите все пары 


а) натуральных чисел, которые являются решениями 
уравнения х + у = 6; 

6) простых чисел, которые являются решениями 
уравнения x + у = 42. 


1220. | Имеются детали массой 8 кг и 3 кг. Сколько необхо- 
димо взять тех и других деталей, чтобы получить груз 32 кг? 


1221. Группу, состоящую из 45 туристов, решили расселить 
на теплоходе в четырёхместные и трёхместные каюты так, 


чтобы в каютах не оставалось свободных мест. Сколько четы- 
рёхместных и сколько трёхместных кают следует заказать? 
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1222. Хозяйка купила глубокие и мелкие тарелки, затратив 
на покупку 80 р. Глубокая тарелка стоит 8 р., а мелкая — бр. 
Сколько глубоких и сколько мелких тарелок купила хозяйка? 


1223. Каждым выстрелом по мишени спортсмен выбивал 
или 8, или 9 очков. Сделав более 10 выстрелов, он выбил 90 
очков. Сколько раз спортсмен выбил 8 и 9 очков? 


1224. Вы должны уплатить за купленный в магазине товар 
19 р. У вас одни лишь пятирублёвые монеты, а у кассира — 
только двухрублёвые. Как расплатиться с кассиром? 


1225. | Решите в целых числах уравнение xy = x + у. 


1226. | Докажите, что уравнение x* - у? = 1982 не имеет ре- 
шений в целых числах. 


| | | | | ) Упражнения для повторения 


1227. Постройте график уравнения: 
а) 4у —-1=2(уи+х-1)}; 
6) 2(y — 1) + 3 = 3 (2х + 1). 


1228. Как расположена точка (1; —1) по отношению к гра- 


фику уравнения у = 5x — 2: выше или ниже графика? 


1229. Найдите ошибку в рассуждениях. Пусть а — про- 
извольное число, отличное от нуля. Рассмотрим уравнение 


x = а. Умножив обе его части на —4а, получим —4ax = -4а?. 
Прибавим к обеим частям уравнения слагаемое х? и перенесём 
слагаемое —4а? в левую часть, получим х? — 4ax + 4a? = x’, или 
(x — 2a)? = х?, откуда x — 2a = x. Но по условию x = а, откуда 
после подстановки будем иметь а - 2а = аи -а = а. Следова- 
тельно, а + а = 0, и сумма любых двух равных чисел равна 
нулю. 


| | | ) Контрольные вопросы и задания 


1. Сформулируйте определение решения уравнения с двумя 
переменными. Приведите пример. 

2. Дайте определение линейного уравнения с двумя перемен- 
ными. Приведите примеры. 
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3. Что является графиком линейного уравнения с двумя пе- 
ременными? Рассмотрите различные случаи. 

4. Приведите пример решения линейного уравнения с двумя 
переменными в целых числах. 


СИСТЕМЫ ЛИНЕЙНЫХ УРАВНЕНИЙ 
$18. 4 ИСПОСОБЫ ИХ РЕШЕНИЯ 


45. \/ Система линейных уравнений. 


Графическое решение системы 


Задача 1. Сумма двух чисел равна 2. Чему равны эти 
числа? 

Решение. Обозначив первое число буквой х, а второе 
число буквой у, составим уравнение: 

x+y=2. 

Это линейное уравнение с двумя переменными име- 
ет сколько угодно решений, например: (1; 1), (-5; 7), (3; -1) 
и т. д. 

Чтобы задача имела определённый ответ, необходимо ввести 
дополнительное условие, например указать разность тех же чи- 
сел. Пусть она равна 4. Получили новую задачу. 


Задача 2. Сумма двух чисел равна 2, а их разность рав- 
на 4. Чему равны эти числа? 


Решение. По условию задачи можно составить два урав- 
нения с двумя переменными: 

xty=2ux-y=4. 

Теперь требуется найти все такие значения переменных, 
которые обращают оба уравнения в верные равенства, т.е. 
найти все общие решения этих уравнений. В таких случа- 
ях говорят, что надо решить систему уравнений хту=ё2и 
x — у = 4. Систему уравнений обычно записывают с помощью 
фигурной скобки: 


а (1) 


x-y = 4. 


Общее решение уравнений, составляющих систему, называ- 
ют решением системы, 
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Определение. Решением системы уравнений с двумя 
переменными называется пара значений переменных, обраща- 
ющая каждое уравнение системы в верное равенство. 


Решением системы (1) является пара чисел (3; —1), так как 
верны равенства 


3 + (-1) =2иЗз- (-1) =4. 


Никакая другая пара чисел решением системы (1) не явля- 
ется. Чтобы убедиться в этом, достаточно построить графики 
уравнений системы. 

Графиком первого уравнения является прямая MN, a гра- 
фиком второго уравнения — прямая РК (рис. 73). Эти пря- 
мые имеют лишь одну общую точку, 
а значит, и система (1) имеет лишь 
одно решение. Задача 2 имеет также 
один ответ — числа 3 и -—1. Прибли- 
женное значение решения системы 
(1) можно было бы найти по рисунку, 
прочитав координаты точки пересе- 
чения графиков. Такой способ реше- 
ния системы называется графичес- 
ким способом. 

Чтобы решить систему уравнений 
графическим способом, надо построить 
графики уравнений этой системы и оп- + ee : 
ределить координаты каждой общей Рис. 73 
точки этих графиков. 

Графики уравнений системы линейных уравнений с двумя 
переменными позволяют ответить на вопрос о числе решений 
системы. Рассмотрим это подробнее, ограничившись тем случа- 
ем, когда в каждом уравнении системы хотя бы один из коэф- 
фициентов при переменных отличен от нуля. Тогда графиками 
уравнений являются прямые. Если эти прямые пересекаются, 
то система имеет одно решение; если прямые параллельны, то 
система не имеет решений; если прямые совпадают, то решений 
бесконечно много, 

Пример 1. Выясним, сколько решений имеет система 


—85х + 10у = 78, 
21х + 5y = 46. 
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Решим каждое из уравнений системы относительно у. Полу- 
чим уравнения 


у = 3,5х +Т,8 и у= -4,2х +9,2. 


Уравнения у = 3,5х + 7,8 иу = —4,2x + 9,2 равносильны со- 
ответственно первому и второму уравнениям системы. Поэтому 
их графики те же, что и графики уравнений системы. Этими 
уравнениями задаются линейные функции, графики которых 
представляют собой прямые с различными угловыми коэффи- 
циентами. Значит, эти прямые пересекаются и система имеет 
единственное решение. 


Пример 2. Выясним, сколько решений имеет система 


4х — ду = 3, 
8х -4у=1. 

Решим уравнения системы относительно у. Получим уравне- 
ния у = 2x - 1,5 иу=2х - 0,25, которыми задаются линейные 
функции. Прямые, являющиеся графиками этих функций, па- 
раллельны (так как угловые коэффициенты прямых равны) и 


пересекают ось у в различных точках. Следовательно, система 
уравнений не имеет решений. 


Пример 3. Выясним, сколько решений имеет система 
ox — ду = 4, 
—4,5х + зу = -6. 
Решив уравнения системы относительно у, получим одно и 
то же уравнение у = 1,5x - 2. Это означает, что прямые, являю- 


щиеся графиками уравнений системы, совпадают. Следователь- 
но, система имеет бесконечно много решений. 


1230. Найдётся ли среди пар чисел (2; -3), (-1; 8) и (4; 4) 
решение системы: 
10х - Зи = 29, 6 —6x + 2у = 22, 
—8х + y = -19; 15x + Зу = 9? 
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1231. Является ли пара (-2,5; 1,5) решением системы: 


ах + 4у = 1, —4х — бу = 2,5, 
3x — ду = -10,5; бх + 10у = 0,5? 


1232. Составьте систему двух линейных уравнений с двумя 
переменными, решением которой служит пара (-1; —2). 


1233. Сколько решений имеет система: 


4х + Sy = 9, г) 5x — бу = 0,8, 
—3x + бу = 5; х -—1,2y = 0,4; 
12x —2,4у = 8, in 2х ~ Зу + 6 = 0, 
Эх — бу = 20; 3x = 5 — 2y; 
0,6x - 0,8y = -2, - 4y = 2х - 1,2, 
Зх + 4у = 10; 7x = 5y + 1,4? 


1234. Найдите какие-либо три решения системы: 


а) 0,3x — 0,6y = -0,9, 6 1,5x + 0,75y = 0,75, 
0,2х — 0,4y = -0,6; 2,4х + 1,2у = 1,2. 


1235. Решите графическим способом систему: 


а) x+y = 2, 2) х + Зи = 0, 
Зх-у=2; 0,5х — y = 2,5; 

6) x-—y = -4, г) 3x + 2y = -7, 
2x + 5y = 6; х-у = 0. 


1236. Найдите графическим способом решение системы: 


_ = +y-2=-y-1 
pals 2х = 4+ 2y, 6) |" y y 


x = &y+1)- x; —З(и - x) = З+х. 


| | | | + Упражнения для повторения 


1237. Представьте в виде многочлена: 
а) (2m + 3)? - 3(m - 4)(m + 4) - 56; 
6) 5(3 - 2a)(2a + 3) - 2(а - 5): + 5. 
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1238. Разложите на множители многочлен: 








а) 9x? + бху + и? - 27; 6) 16a — 166 - а? + а?5. 
1239. Решите уравнение: 
- 2 
дз 2х1, в) 2. НУ _ gy = -12; 
а - 2 
6)5m+2- “=; r) 6p - 3+ РР = 21. 
1240. Решите в целых числах уравнение: 
а) 2х — Зу = 5; 6) 2х + Зу = 5. 


1241. Спортсмен получил на некоторую сумму денег талоны 
достоинством в 15 р. ив 20 р., причём двадцатирублёвых было 
больше, чем пятнадцатирублевых. Пятую часть всех денег OH 
истратил, отдав 2 талона за билет в кино. Половину оставшихся 
денег отдал за ужин, оплатив его тремя талонами. Сколько тало- 
нов каждого достоинства было вначале у спортсмена? 


46. $ Способ подстановки 


Графический способ даёт возможность решать системы урав- 
нений лишь приближенно. Однако существуют другие способы, 
позволяющие находить точные решения систем линейных урав- 
нений с двумя переменными. Рассмотрим один из них, называ- 
емый способом подстановки. 

Пусть дана система 


МР (1) 


x-Ay = 6. 
Решим второе уравнение относительно X: 
х = 4у+6. 
Подставив в первое уравнение вместо переменной х выраже- 
ние 4у + 6, получим систему 
as + 6) + 2y = 4, 


2 
х = 4y +6. () 


Системы (1) и (2) равносильны, т.е. имеют одно и то же мно- 
жество решений. Иными словами, всякое решение системы (1) 
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является решением системы (2) и всякое решение системы (2) 
является решением системы (1). 

Действительно, пусть пара чисел а и 6 — решение систе- 
мы (1). Это означает, что верны равенства 


за + 26 = 4, 
а — 46 = 6. 


Так как уравнения x - 4y = бих = 4y + 6 равносильны, то 
пара (а; 65) является решением уравнения x = 4y + 6, и поэтому 
верно. равенство 


а = 46 + 6. 


Заменим в верном равенстве За + 26 = 4 число а равным ему 
числом 46 + 6, получим верное равенство 


3(46 + 6) + 26 = 4. 


Следовательно, пара (a; b) обращает оба уравнения систе- 
мы (2) в верные равенства. Поэтому она является решением 
системы (2). 

Таким же образом можно доказать, что каждое решение сис- 
темы (2) является решением системы (1). 

Первое уравнение системы (2) представляет собой уравнение 
с одной переменной. Решим его: 


12у + 18 + 2y = 4, 
14у = -14, 
y=-l. 


Подставив во второе уравнение системы (2) вместо перемен- 

ной у её значение —1, получим: 
х =4. (-1) +6, 
Ао. 

Пара (2; —1) является единственным решением системы (2), а 
следовательно, и единственным решением системы (1). 

Подведем итоги. При решении системы двух линейных урав- 
нений с двумя переменными способом подстановки: 

1) решают одно из уравнений относительно какой-либо пе- 
ременной; 

2) подставляют в другое уравнение вместо этой переменной 
найденное выражение; 

3) решают полученное уравнение с одной переменной; 

4) находят соответствующее значение другой переменной. 
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Пример 1. Решим систему: 
5х — 2y = 16, 
10x - 3y = 27. 
Решим первое уравнение относительно y: 
—2у = 16 - 5х, 
ду = —16 + 5x, 
= 5х - 16 
о 


Подставив во второе уравнение вместо у выражение 
ox — 16 
2 





‚ получим систему 


_ ox - 16 
у р) ? 


10x - 3. 5718 — 27. 


Решим второе уравнение этой системы: 
10х - 2- 3(5x - 16) = 2 - 27, 
20х — 15х + 48 = 54, 
ох = 6, 
х = 1,2. 
ox - 16 
2 
найдем соответствующее ему значение у: 
_ 5:12 -16 
9 ? 
у=-5. 


Подставим в уравнение y = вместо х число 1,2 и 


Ответ: (1,2; —5). 


Пример 2. Решим систему 


3x —oy = -1 
2 Е 
ge toy = 3. 


Упростим второе уравнение, умножив его левую и правую 
части на 6. Получим 


ax — dy = -1, 
4х + Зу = 18. 
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Решим первое уравнение относительно х и подетавим полу- 
ченное выражение во второе уравнение: 


dy —1 

8 › 

Бу —1 
3 


xX = 





4. + Зу = 18. 

Решим уравнение с одной переменной: 
4(5у — 1) + Эи = 54, 
20у — 4 + 9y = 54, 





29у = 58, 
y= 2. 
Найдём соответствующее значение х: 
5:21 
3 ? 
x= 3. 


Ответ: (3; 2). 


1242. Решите систему уравнений: 


5 oxt+y = 7, г) у = 3- 2x, 
9x -2у = 1; 6x + у = -9; 
х — Зи = -l, х-и=1 
6) ‘ д“ 
ad 33 ax+4y = 11; 
в 4х — у = 10, е) х +4у = -1, 
= 2y - 1; х+у = 


1243. Найдите решение системы: 
fe — Зи = -11, 


10x + Sy = 35; 4х - Эу = -20 
5х — 2y = -16, м llx + 2y = 2 
8x — Ty = 1; —5х + бу = 6 
в) Tx + бу = 10, Е Эх — ду = 35, 
3x + 5у = —3; 3x —4у = — 


286 Глава8. Системы линейных уравнений 


1244. Найдите решение системы: 
1,2m — 3n = 0, ы 0,1х + 0,2у = 0,3, 
2т + 1,5п = -13; 0,6x - 0,5y = 0,1; 


р 1 3 г) 5 7 
р. = тв: 


1245. Каковы координаты точки пересечения графиков 
уравнений: 


а) (x + бу = —2 и 10х + Yy = -2; 
6) 16х — 25у = 5и 8x - 15у = -41? 
1246. Найдите координаты точки пересечения графиков 
уравнений: 
а) бх — Sy = 10 и 9х - 10y = -25; 
6) 4х - 15y = 21 и 6x + 25y = 22. 


1247. Найдите решение системы: 


a) rae в) ЖЕ: 


9y - 25 = —2x; ЗА — 18 = 5p + 13; 
14 -— 36 = 4a, о 50 -4т = 5-5п, 
25 + 3b = 5а: 21 - бп = 26 + 5т. 


1248. Решите систему: 
2(х -5)+6 = 32 - y)-1, 
a(y + 2) - 10 = за - x) + 8; 
—4(3 -Ь) - 6 = 52а +1 +5, 
2(36 — 4)+ 7 = 7(1 - a) - 10. 
1249. Найдите решение системы: 
5) 4(3х - 4y) +14 = 3(5x + 2y), 
—2(x — бу) = 53х — 4y) - 1; 
6) 1 - 2(х + 2y) = 5х + 12y, 
6(х — 4y) = 5х + 4y) - 13. 
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1250. Найдите решение системы: 


ы ео к 5х3 = 1, 
3m + = = 9 5; 
о о-ва 
a+b = 5 Ра - -3 
1251. Решите систему уравнений: 
ХУ —1 О 
а) 2 3 6’ 6) 4 2 2. 


1252. Используя 
графики уравнений, 
изображённые на ри- 
сунке 74, объясните 
графический смысл 
равносильности сис- 
тем уравнений: 





y- 5x = 5, 
2x+3y=1 
и 
ый 
y= 5x +5, 


2x +3(5x +5] ie 


Puc. 74 


| | | | | | ) Упражнения для повторения 


1253. Постройте график уравнения: 


а) 5x = у = 1; в) -0,1x + 0,5y = 0,4; 
6) 0,2x + 2y = -2; г) 2,5х — 5 = 7,5y. 
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1254. Упростите выражение: 
a) (За — 6): - (8a + b)’; 
6) (3x + 4y)? + (8x - 4y)?; 


в) 16{ 3 - y) - (3х + 4}; 


а, bY ab) 
г) 81(2 + 2) + 16(4 Ar 


1255. Разложите на множители: 
а) 4т? — 12m3n? + 9тпб; 


0) axty 2 ee “xy? СЕ т, 


я. ба, 
в) [р в] ор + k*; 
r) 1 2-4 -(2 + k) 

ор ЗР * 


1256. Докажите, что ни одна точка графика функции 


1 
y= 4° — 3x + 9 He лежит ниже OCH X. 


47. $ Способ сложения 


Рассмотрим ещё один способ решения систем уравнений, 
называемый способом сложения. 
Пусть дана система 


3 НЫ = ? 
x-2y=17 (1) 
5х + 2y = 7. 

Коэффициенты при у в уравнениях системы — противопо- 


ложные числа. Поэтому при сложении отдельно левых частей 
уравнений и их правых частей, или, как говорят, при почленном 
сложении уравнений, получится уравнение с одной переменной: 
(8x — 2y) + (5x + 2y) = 17+ 7, 
8х = 24. 
Составим новую систему, состоящую из уравнения 8х = 24 и 
одного из уравнений системы (1): 
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8x = 24, 
bx +2у = 7. (2) 


Системы (1) и (2) равносильны. 
В самом деле, пусть пара чисел (а; 6) — решение системы (1). 
Тогда верны равенства 
За — 26 = 17, 
pa + 26 =Т. 


При почленном сложении верных равенств получается вер- 
ное равенство 
(За — 2b) + (ba + 2b) = 17 +7. 


Отсюда следует, что пара (а; 5) является решением уравне- 
ния (3х — 2y) + (5х + 29) = 17+ 7, а значит, и решением сис- 
темы (2). 

Можно так же доказать, что любое решение системы (2) яв- 
ляется решением системы (1). 

Таким образом, системы (1) и (2) равносильны. 

Из первого уравнения системы (2) получим: 

x= 3. 

Найдем соответствующее значение у, используя при этом 

второе уравнение: 


5. З+2и=Т, 
ду = -8, 
у = —4. 


Пара (3; —4) является единственным решением системы (2), а 
следовательно, и единственным решением системы (1). 

В тех случаях, когда в системе нет переменной, при которой 
коэффициенты являются противоположными числами, можно 
получить такие коэффициенты, умножив левые и правые части 
уравнений на некоторые числа. 

Подведём итоги. При решении системы двух уравнений с 
двумя переменными способом сложения: 

1) умножают левую и правую части одного или обоих урав- 
нений на некоторое число так, чтобы коэффициенты при одной 
из переменных в разных уравнениях стали противоположными 
числами; 

2) складывают почленно полученные уравнения; 

3) решают полученное уравнение с одной переменной; 

4) находят соответствующее значение второй переменной. 
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Пример 1. Решим систему 
ах — 3y = 11, 
Зх +Ту =5. 


Умножим левую и правую части первого уравнения на -3, а 


второго на 2: 
—6x + 9y 
6x + 14y 


—33, 
10. 


Сложив почленно уравнения, получим уравнение с одной 
переменной: 


23y = -—23. 
Решив его, находим: 
= —1. 

Подставим в первое уравнение данной системы вместо пере- 
менной у ее значение —1 и найдём соответствующее значение х: 
2х +3 = 11, 

= 4. 
Ответ: (4; —1). 


Пример 2. Решим систему 


3x + 10у 
—4х + oy 


19, 
=: 


I 


В этом случае достаточно умножить на —-2 левую и правую 
части лишь одного второго уравнения: 


3x + 10у = 19, 
8x - 10у = 14. 


Сложим почленно уравнения, получим уравнение с одной 
переменной: 


llx = 33. 
Решив его, найдём: 


х = 3. 
Из второго уравнения данной системы найдём COOTBeTCTBYy- 
ющее значение у: 


—4.3 + бу = -Т, 
oy = 5, 
у=1. 


Ответ: (3; 1). 
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1257. Решите систему: 


5х — 4y = 22, в) 10х - Зу = 5, 
1х + 4у = 2; —бх - 3y = —-27; 
-6x+y = 21 г) 5х + 4у = -22, 
бх - 11у = 51 5х — 2у = -4. 
1258. Найдите решение системы: 
5х -— 9y = 38, г) 21а - 30b = -6, 
3x + 2y = 8; 23а - 406 = -28; 
11х + 4y = -18, би + 50 = 10, 
6) : д) 
13х - бу = -32; Би — 6v = 49; 
в) 10х + Ту = -1, е) am — 4n = 3, 
15x + 8y = 6; —8т + п = 3. 
1259. Найдите решение системы: 
4т - 3n = 32, 0,5х —0,3y = -1, 
а) в) 
0,8m + 2,5п = -—6; 1,5х + 0,4у = 10; 
2,5р + 1,5Е = -13, : 0,2а + 0,16 = -1, 
2p — 5k = 2; 1,2a + 0,36 = 0. 


1260. Задайте линейную функцию формулой вида у =ах +6, 
если её график проходит через точки: 
а) К(-2; —1) и Р(З; 2); в) A(6; 0) и В(0; —4); 
6) C(-3; 3) и D(4; —4); г) M(O; 5) и N(-8; 0). 


1261. Напишите линейное уравнение с переменными х иу, 
графиком которого является прямая, проходящая через точки с 
координатами: 

а) (2; 2) и (-1; —1); 6) (6; —5) и (-3; 4). 

1262. График линейной функции пересекает ось х в точке 
с абсциссой 5, а ось у — в точке с ординатой —4. Задайте эту 
функцию формулой. 

1263. Отметьте в координатной плоскости две какие-нибудь 
точки. Проведите через них прямую. Напишите уравнение этой 
прямой. 
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1264. Решите систему: 
3(2х — у) +5 = -2(х + Зи) + 4, 
6(y +1) -1= 5(2x - 1) + 8; 
6) 4(а - 3b) - 2a = 3$ + 4) - 11, 
—3(6 — 2a) - 12 = 2a — 5) +b; 
0,5 — 38m = 2,5(m - 3n) - 3, 
19 + 9n = 3(m + бп) + 4; 


ou —- 20 +1 = 4(2u - v), 
0,2(4и + v) + 0,5 = 0,5(2u + 1). 


1265. Найдите решение системы: 
2(х — Зу) = 3x - 4у-1 
5(2у + x) -4 = 3х -1 +4; 
4p - 3k -1 = 33р - 2k), 
15k + 2p = -2(2р - 0,5k) + 7. 


1266. Решите систему: 


1 2 
BU a ae, Е: de 

ay 2 3 в) 13° 5%” 
ut ov = 3; 2х —1,7y = 1; 
3 1 
ии = 5, 4 2 = 

6) 4 2 г дт + зп 3, 
Зи ~ = = a5 0,3m + 0,27 = 0. 


1267. Найдите решение системы: 


тп _ wv _ 
a) 27 2 1, В) 2 6 \ 
-п= 12; ие = 
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1268. Решите систему: 


хи = 4т , Зп _ _ 
а) 43-4 51а ^^ 
3x — ду = 6; —4т - зп = 16. 
1269. Сколько решений имеет система: 
И 3x + ду = 2, 
аа = =L 
а) 3 2 6) x y_l 
2х — By = 6; 273 2! 


1270. Используя графики уравнений, изображенные на ри- 
сунке 75, объясните графический смысл равносильности систем 


2х -у = 5, 7 (Q2x-y)+(x+y) =5+1, 
x+y=1 xt+ty=1. 


1271. С помощью графиков уравнений, изображённых на 
рисунке 76, объясните графический смысл равносильности сис- 
тем уравнений 





а а (29) + [2+ ъу] - -8-1 
a nr, ^ : 
27 x-2y = -3. 
er Tf RB 
\ 64. m4 
A i. ay 
Sy speek ae 
| Ta. 
| бы : 
У: ON 
é  \f 
у = © 
| 
> le 
rs -2/-1\j9 1 2 3 * 
> 
ae 
| ~2 
a 
Puc. 75 Puc. 76 
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| | | + Упражнения для повторения 


1272. Решите двумя способами (способом подстановки и спо- 
собом сложения) систему: 


у —18x = -113, Е Tx - Зу = 34, 
40х - 3y = 350; 5х + бу = 8. 


1273. Представьте в виде многочлена выражение: 
а) (4m + 7)(7 — 4m) - (4m — 7)’; 
6) (5a + 2)* - (8 + 5a)(5a - 3). 
1274. Разложите на множители многочлен: 
а) -8х* + 8и"; в) 75a? + 126? + 60ab; 
6) 16т* - 16п=; г) 84х?у — 63х1 - 28y’. 


[1275.| Для вычисления кубов чисел, близких к единице, мож- 
но пользоваться приближённой формулой (1 + a)? = 1 + 38a. 
Найдите по этой формуле приближённое значение 1,13 и 0,93. На 
сколько оно отличается от точного значения? 


48. у Решение задач с помощью 


систем уравнений 


До сих пор при решении задач с помощью уравнений мы со- 
ставляли одно уравнение с одной переменной. Но часто бывает 
проще составить два уравнения с двумя переменными и решить 
задачу с помощью системы уравнений. При этом поступают 
следующим образом: обозначают некоторые неизвестные числа 
буквами; составляют систему уравнений, используя условие 
задачи; решают эту систему; истолковывают результат в соот- 
ветствии с условием задачи. 

Приведём примеры решения задач с помощью системы урав- 
нений. 


Задача 1. Задуманы два числа. Если к первому числу 
прибавить удвоенное второе, то получится 30. Если из первого 
числа вычесть утроенное второе, то получится 5. Какие числа 
задуманы? 


Решение. Пусть задуманы числа x иу. По условию зада- 
чи сумма х и ду равна 30, а разность x и Зи равна 5. 
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Для ответа на вопрос задачи надо найти такие значения х и 
у, которые удовлетворяют уравнениям x + 2у = 30 их-Зу=5, 
т.е. удовлетворяют системе 


х + 2у = 30, 
|. — dy = 9d. 
Решив систему, найдём: 
х = 2иу=5. 


Ответ: 20 и5. 


Задача 2. Существуют ли два таких натуральных числа, 
что сумма первого числа и утроенного второго равна 10, а раз- 
ность первого и утроенного второго равна 2? 


Решение. Пусть первое число есть х, а второе у. По усло- 
вию задачи сумма x и dy равна 10, а разность x и Зу равна 2: 


х + Зи = 10, 
x — By = 2. 
Решив систему, найдём: 
= = 11 
х =биу 15. 


Пара чисел 6 u 1. удовлетворяет системе уравнений, но не 


1 
удовлетворяет условию задачи, так как число 13 не является 


натуральным. 
Ответ: таких чисел не существует. 


1276. Разность двух чисел равна 20, а их сумма равна 4. 
Найдите эти числа. 


1277. Ремонтом дома занято 18 маляров и штукатуров. 
Сколько маляров занято ремонтом, если их на 4 меньше, чем 
штукатуров? 


1278. За некоторое время через перекрёсток прошло 35 ав- 
томобилей. Из них легковых было на 5 больше, чем грузовых. 
Сколько легковых и сколько грузовых автомобилей прошло 
через перекрёсток за это время? 
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1279. В мастерской по заказу изготовлено 65 курток и спор- 
тивных костюмов. Сколько изготовлено курток и сколько спор- 
тивных костюмов, если курток изготовлено в 1,6 раза больше, 
чем спортивных костюмов? 


1280. Было продано 42 л яблочного и апельсинового сока. 
Яблочного сока было продано в 2,5 раза меньше, чем апельси- 
нового. Сколько литров апельсинового сока было продано? 


1281. В одном из классов гимназии мальчиков в 1,2 раза 
больше, чем девочек. Сколько девочек в этом классе, если их на 
две меньше, чем мальчиков? 


1282. Периметр равнобедренного треугольника равен 19 см. 
Его боковая сторона на 1 см меньше основания. Найдите сторо- 
ны треугольника. 


1283. Боковая сторона равнобедренного треугольника 
в 4 раза больше его основания. Найдите основание, если оно 
меньше боковой стороны на 6 см. 


1284. Периметр прямоугольника равен 66 см. Его длина 
в 10 раз больше ширины. Найдите стороны прямоугольника. 


1285. Macca 2 смз меди и 4 cm? серебра равна 59 г. Плотность 
меди меньше плотности серебра Ha 2 r/cm®. Найдите плотность 
меди и плотность серебра. 


1286. Дачник проделал путь длиной 46 км. Он шёл 2 ч 
пешком и Зчехал на велосипеде. На велосипеде он двигался 
в 2,4 раза быстрее, чем пешком. С какой скоростью дачник шёл 
и с какой скоростью он ехал на велосипеде? 


1287. За 4 мин через первую трубу поступило воды на 1 гл 
меньше, чем за 3 мин через вторую трубу. Если первую трубу 
открыть на 5 мин, а вторую на 1 мин, то поступит 32 гл воды. 
Сколько гектолитров воды поступает за 1 мин через каждую 


трубу? 


1288. Теплоход проходит за 4 ч по течению такое же 
расстояние, какое за 5 ч против течения. Найдите скорость 
течения, если она меньше собственной скорости теплохода 
на 40 км/ч. 


1289. Двигаясь 24 против течения и 44 по течению, тепло- 
ход прошёл 260 км. Тот же теплоход за 8 ч по течению прой- 
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eT столько же, сколько он пройдёт за 9 ч против течения. 
Найдите скорость теплохода по течению и его скорость против 
течения. 


1290. Собственная скорость моторной лодки больше скоро- 
сти течения в 4 раза. Найдите скорость лодки по течению, если 


за 1 ч против течения и Е ч по течению лодка пройдёт 14 км. 


1291. Двигаясь 3 ч по течению и 4 ч против течения, катер 
прошёл 120 км. Тот же катер за 2ч против течения пройдет на 
30 км меньше, чем за 34 по течению. Найдите скорость катера 
по течению и его скорость против течения. 


1292. Из двух пунктов, расстояние между которыми 120 км, 
выезжают одновременно велосипедист и автомобилист. Если 
они будут двигаться навстречу друг другу, то встреча про- 


изойдет через 1, ч. Если же автомобилист будет двигаться вслед 


за велосипедистом, то он догонит его через 3 ч. Найдите ско- 
рость, с которой двигаются велосипедист и автомобилист. 


1293. Из двух усадеб, расстояние между которыми 44 км, 
выехали одновременно два всадника и встретились через 2 4. 
Найдите скорость каждого всадника, если один из них проехал 
до встречи на 4 км больше другого. 


1294. Два пешехода вышли одновременно из двух пунктов, 
расстояние между которыми 25 км, и встретились через 2,5 ч. 
Найдите скорость каждого из них, если один прошел до встречи 
расстояние в 1,5 раза больше, чем другой. 


1295. Сумма ь первого числа и = второго равна 15. 


Найдите эти числа, если 2 второго числа Ha 1 меньше, чем 


5 первого. 


6 


1296. Найдите два числа, если a первого на 4 больше, чем 


ме второго, а : первого Ha 9 меньше, чем a второго. 


1297. В прошлом году пшеницей было засеяно на 30 га боль- 
ше, чем рожью. Теперь посевы пшеницы сократились на 25 %, 


298 Глава8. Системы линейных уравнений 


а ржи — на 20 %, и площадь под ними составила 100 га. Сколько 
гектаров засеяли в прошлом году пшеницей и сколько рожью? 


1298. В двух табунах было 120 лошадей. Когда число лошадей 
в первом табуне увеличилось на 40 %, а во втором уменьшилось 
на 10 %, в первом табуне стало на 30 лошадей больше, чем во 
втором. Сколько лошадей было в каждом табуне? 


1299. В десяти лодках может разместиться 44 человека. 
Часть этих лодок пятиместные, а остальные трёхместные. 
Сколько пятиместных лодок? 


1300. От лагеря до почты турист ехал на велосипеде со 
скоростью 18 км/ч. На обратном пути его скорость была на 
3 км/ч меньше. На весь путь он затратил 2 ч. Найдите расстоя- 
ние от лагеря до почты. 


1301. Пенсию в 650 р. бабушка получила десятирублёвыми 
и пятидесятирублевыми купюрами. Всего бабушка получила 
21 купюру. Сколько было пятидесятирублёвых купюр? 


1302. Расстояние между двумя пристанями лодка проплы- 
вает по реке в одном направлении за 4 4, а в противоположном 
направлении — за 8 ч. Скорость течения воды 5 км/ч. Каково 
расстояние между пристанями? 


1303. Первый рабочий изготовил за 4 ч на 10 деталей боль- 
ше, чем второй за 5 ч. Второй изготовлял в час на одну деталь 
меньше, чем первый. Сколько деталей изготовил первый ра- 
бочий? 


1304. Из двух пунктов, расстояние между которыми 60 км, 
должны выехать навстречу друг другу два велосипедиста. Если 
первый выедет Ha 1 ч раньше второго, то он встретит его че- 
рез 3 ч после своего выезда. Если второй выедет на 2 ч раньше 


1 
первого, то они встретятся через 35 ч после выезда второго. 
Найдите скорости велосипедистов. 
1305. Через первую трубу бассейн может наполниться на 
10 ч быстрее, чем через вторую. За сколько часов может напол- 


ниться этот бассейн через каждую трубу, если обе трубы вместе 
могут наполнить через 24 ч два таких бассейна? 


1306. | Решите задачу двумя способами (с помощью уравне- 
ния с одной переменной и с помощью системы двух уравнений 
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с двумя переменными). Задумано два числа. Если к первому 
числу прибавить удвоенное второе, то получится 27. Если из 
утроенного первого вычесть второе, то получится 11. Найдите 
эти числа. 


| | | ) Упражнения для повторения 


1307. Разложите на множители: 
а) 24a*x — 662х — 12aty + 36?у; 
6) 36n — 2m? + 18m - 4т?п. 


1308. Упростите выражение: 
а) 9(4 - 3x)? - 4(2х + 1)?; 
6) 3(3 - 4а) (4а + 3) + 2(2a + 3)’. 


1309. Докажите тождество 
(аз — 63)? + 2а363 = (а? + 62) (а* + bt - а?6?). 


49. у Система линейных уравнений 


с тремя переменными 


Уравнение вида ах + by + cz = d, где x, уи 2 — переменные, 
а, b,c, d — некоторые числа, называется линейным уравнением 
с тремя переменными. 

Тройка значений переменных, обращающая уравнение с 
тремя переменными в верное равенство, называется решением 
уравнения. 

Будем рассматривать системы трёх линейных уравнений с 
тремя переменными. Общее решение этих уравнений является 
решением системы. Решить систему — значит найти множество 
общих решений входящих в неё уравнений. 

При решении системы линейных уравнений с тремя перемен- 
ными, так же как при решении систем линейных уравнений с 
двумя переменными, используют способ подстановки и способ 
сложения. 

Решим систему 

3x + dy + 22 = 19, 
4х - у-З2 = 8, 
2х — 2у - 32 = 1. 

Исключим одну из переменных, воспользовавшись способом 

подстановки. 
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Выразим из второго уравнения переменную у через х и 2: 
у = 4х - 32 - 8. 

Подставив в первое и третье уравнения вместо у выражение 
4х — 3z - 8, получим систему двух уравнений с двумя перемен- 
ными: 

3x + 5(4х - 32 - 8) +22 = 19, 
2х — 2(4х - 32 - 8) - 32 = 1. 


Отсюда: 


23х — 132 = 59, 
—бх + 3z = -15. 


Упростим второе уравнение, разделив обе его части на -3. 
Получим: 


23x - 132 = 59, 
2х-2=5. 


Решив эту систему, найдём, что 
x=2,2=-1. 
Соответствующее значение у найдём из уравнения 
у = 4х - 32-8: 
y=4-2-3:(-1)-8 у=3. 

Значит, решением системы является тройка чисел: х = 2, 
у=3, 2 =-1. 

Заметим, что исключить одну из переменных в рассмат- 
риваемой системе трёх уравнений с тремя переменными мы 
могли бы иначе, используя способ сложения. 


Аналогично решаются системы четырёх уравнений с четырь- 
мя переменными, пяти уравнений с пятью переменными ит. д. 


1310. Решите систему уравнений: 
x-y = 8, x-2y = 0, 
а) iyiz = 7, 6) jy -—2z = 7, 
x-2z2=1; Rh ee Ns 
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1311. Найдите решение системы: 


x+y = 8, x — 2y = 6, 
а) yt+z=5, 6) {4y +z = -27, 
х +2 = 3; х +2 = -—11. 
1312. | Решите систему уравнений: 
10x — dy - 32 = -9, 2х - зу + 42 = -10, 
а) 6х + 4у - 5z = -1, 6) {4x - 2y - 32 = 27, 
3x — ду - 62 = -—23; —5х + 4y + 22 = -28. 
1313. | Найдите решение системы: 
9x -8y +2+12 = 0, 3x — 4y — 52 — 20 = 0, 
а) {4x +2у-32+9=0, ©) 12х -Зу-42+5 = 0, 
2х — Sy + 22 — 3 = 0; 2х + зу - 42 + 45 = 0. 


1314. | Решите систему уравнений 


х+у+ачи = 10, 
у+а+очи = 14, 
а+о+и+х = 13, 
и+и+х чи = 12, 
и+х+у+2а = 11. 


1315. Решите относительно х, уи 2 систему 
аз + ах +ау+а = 0, 
b? + 6х + by +2 = 0, 
СЗ + сх + су+ёа = 0, 


если а*ьВ, бБдсиска. 


В трёх сосудах 48 л воды. Если из первого сосуда пе- 
релить во второй 3 л, то воды в этих двух сосудах будет поров- 
ну, а если из третьего сосуда перелить во второй 3 л, то в треть- 
ем воды окажется в 7 раз меньше, чем во втором. Сколько воды 
в каждом сосуде? 


1317. Периметр треугольника равен 3 дм. Наибольшая из 
сторон на 4 см больше наименьшей; а удвоенная третья сторона 
равна сумме двух других сторон. Найдите стороны треугольника. 
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| | | ) Упражнения для повторения 


1318. Упростите выражение: 
а) (а — 6)* + 4(а +5); 6) (x + у)* — (x — и). 
1319. Разложите Ha множители: 


а) хз — 8y® — бх?у + 12xy’; 
6) 8х6 + из + L2xty + 6х?у?. 


| | | ) Контрольные вопросы и задания 


1. Сформулируйте определение решения системы уравнений 
с двумя переменными. Приведите пример. 

2. Как решить систему двух уравнений с двумя переменны- 
ми способом подстановки? 

3. Как решить систему двух уравнений с двумя переменны- 
ми способом сложения? 


| | | ‘ Дополнительные упражнения 


к главе 8 


‚ К параграфу 17 


1320. Какие пары целых чисел являются решениями урав- 
нения: 
а) тп = 8; 6) тп = -8; в) тп = 0? 
1321.| Найдите все пары простых чисел, являющихся реше- 
ниями уравнения: 
а) р+а= 22; 6) ра = 15. 
1322. Докажите, что никакая пара целых чисел не может 
быть решением уравнения: 
а) 2х + 4y = 35; 6) 15х - 10y = 22. 
1323. При каком значении Ё пара чисел (-2; 5) является 
решением уравнения: 
а) Ех + Зи = 9; 6) 2х -— Ку = 1? 
1324. Купили несколько коробок с карандашами. В неко- 
торых из них было по 6 карандаиптей, а в остальных — по 8. 
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Во всех коробках было 34 карандаша. Сколько купили коробок, 
в которых было по 6 карандашей? 


[1325.|Три рыбака вечером наловили рыбы и легли спать. 
Первый, проснувшись утром, решил не будить остальных. Он 
разделил рыбу из садка поровну, но одна рыба осталась лиш- 
ней; он выбросил её в воду, забрал третью часть улова и уехал 
домой. Через час встал второй. Думая, что он проснулся пер- 
вым, и не желая будить остальных, проделал то же самое, что 
и первый: выкинул в воду лишнюю рыбу, взял третью часть от 
оставшегося улова и уехал. Еще через час всё это повторил тре- 
тий рыбак, тоже считая, что он встал первым. Каков был улов? 


1326. В каких точках график уравнения x” - y = 4 пере- 
секает: 
а) ось х; 6) ось у? 


1327. Проходит ли график уравнения (x + 5)(х -— 5) - 
— (и + 6)(у — 6) = 11 через начало координат? 


1328. Имеются ли на графике уравнения 4х + ху = 0 точки, 
у которых: 
а) абсцисса равна ординате; 
6) абсцисса и ордината — противоположные числа? 


1329. Графику уравнения 5х + 2y = 3 не принадлежит ни 
одной точки, обе координаты которых — отрицательные числа. 
Докажите это утверждение и объясните его геометрический 
смысл. 


1330. Докажите, что графику уравнения 2х? - 4у = 11 не 
принадлежит ни одной точки с целочисленными координатами. 


1331. Дана точка А (0,1; 10). При каком значении Ё через 
эту точку проходит график уравнения: 


a)20x-1,5y=k; 6)y—kx =5? 


1332. Постройте график уравнения: 
а) 10(0,2х — 0,3у) - 0,5(6x - 8y) = 7; 
6) 5(0,6x + 0,4y) - 0,2(10х + 20y) = 4; 
в) 4(1,5х - 2,5) + 5(1,2y + 0,8) = -3; 
г) 0,6(0,5х + 1) + 0,4(1,5y - 2) = 0,7. 
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1333. Начертите график уравнения: 


а) х(у — 3) = 0; в) (x — 2)(у + 2) = 0; 
6) (x - 4)(y — 1) = 9; г) (x + o)(y 3) = 0. 
1334. | Постройте график уравнения: 
а) x + [у| = 0; в) x — |у| = 0; 
6) |x| + y=0; r)|x|-y=0. 
1335.|U4To является графиком уравнения: 
a) |x| + |y| = 0; 6) |x| - |y| = 0? 
1336. При каком значении с прямые 4х + Зу = си 
2x — 3y = 8 пересекаются в точке, принадлежащей: 
а) оси x; 6) оси и? 


К параграфу 18 


1337. При каких значениях т и 6 пара (т; 3) является ре- 


шением системы: 
Peg + и = 9, 


2х — by = -10? 


1338. При каких значениях т и п пара (3; —2) является ре- 
шением системы: 


а) -5x +2у = т, 6) mx - зу = 9, 
ox — 4у = п; бх + пу = 22? 
1339. Сколько решений имеет система: 
а) Зх — бу = 5, в 0,5х + 2у = 0,8, 
2x + Зу = 7; 2,5x +10y = 6; 
4х - 3y = 12, Е 2х - 0,3y a 1, 
sx - ty = 1; 4x + 0,6y = 1? 


1340. Найдите графическим способом приближенное реше- 
ние системы 
5(0,2х - 0,4) - 4(0,5y + 1) = -3, 
2(1,5х +1) + 1,5(2y - 4) = -4. 
1341. Укажите какие-либо значения а, би с, при которых 
имеет единственное решение система 
—8х + 9y = 10, 
ах + by = с. 
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1342. При каком значении с система 
5х — 2y = 3, 
10х -4у=с 


а) имеет бесконечное множество решений; 
6) не имеет решений? 


1343. Решите систему: 


re — 43y = 27, 5 i + 20n = 123, 


4х + 3y = 31; 42m — 30n = 36; 
с |-12х + 15y = 150, 8p — 254 = 65, 
6x — Ту = -72; 6p +214 = 3; 
в) 11а-56 = 1, Е) Fes — 146 = -54, 
14а + 2b = -74; lla - 7b = -36. 


1344. При каком значении а прямая ax + Sy = 9 проходит 
через точку пересечения прямых 5х + 4y = би 38x -у=1Т? 


1345. Докажите, что прямая 4х — Sy = 18 проходит через 
точку пересечения прямых -3Зх + 2y = -10 и 7x + бу = 2. 


1346. Докажите, что прямые —2х + 9y = -3, 2х - Sy = -1 
и 3x — 4y = -5 пересекаются в одной точке. Каковы координаты 
этой точки? 


1347. Решите систему: 


3(2х +у-1) = 5х + 4y + 2, 
A(x - 2y +1) = 2x - бу + 16; 


6) |4* - 2(3х - 5) = 3(x - y) + 30, 
Ay — 2(3y — 5) = З(у — x) - 18; 


B) 
2(1,5 + 3x) - 30 = 5х - зи + 4; 


6х — 3(4х +10 -7 = 4у- By + 8) +7, 


м — 2y) + 40 = 2(у - 2х) -4, 
г) | 


By — 3(x - 4) - 19 = 2x + A(x + By) - 4. 
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1348. Найдите решение системы: 





топ __ 2 _ 
eB 1, 3х -1 _ 4y 1 
а) в) 4 3 
fae 9 ox = By + 3; 
a в _ = 
—+— = 4, 2x = Эу - 6, 
6) 10 5 г) 
‘ oy-12 5x -3 
5 0 = -18; «6 9 ` 


1349. Решите систему: 


ы 12x -— 2,5y = 4, В (en — 0,9n = -0,1, 
—-14x+1,5y = 1; |0,6m - 0,3п = 0,2; 


3,5а + 2,46 = 5,8, ss 1,2х + 1,5у = 0,1, 
0,5а + 3,26 = -0,6; 15x — 0,5у = -13. 


| 1350. | Решите уравнение: 
а) х? + (у- 2) = 0; 
6) 4х + 4х +1+ (и- 3)? = 0; 
в) (x -и+1)+ (2х -иу- 1) = 0; 
г) (2х + у)? + (x — 2y — 5)? = 0. 


1351. Напишите линейное уравнение вида: 

а) ах + by = 1, график которого проходит через точки 
A(2; 3) и Вб5; 6); 

6) 2х + by = с, график которого проходит через точки 
М(-1; 4) и N(4; —2); 

в) ах — би = с, график которого проходит через точки 
Р(5; 0) и К(-3; -3); 

г) у = kx + 6, график которого проходит через точки 
С(-4; 2) и D(2; 4). 


1352. Задайте формулой линейную функцию, график кото- 
рой проходит через точки: 
а) (-1; 3) и (2; —2); в) (0; 5) и (4; 0); 
6) (4; 1) и (-3; —1); г) (3; 0) и (0; —6). 


1353. График какой линейной функции проходит точку 
(-2; 5) и точку пересечения прямых 


38x — 2у = 1би 4х + Зу= -1? 
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1354. Периметр равностороннего пятиугольника на 1 см 
больше периметра равностороннего шестиугольника. Сумма 
длин трёх сторон этого шестиугольника на 2 см больше суммы 
длин двух сторон пятиугольника. Найдите периметр пятиуголь- 
ника. 


1355. Масса трёх чайных ложек и двух вилок равна 360 г. 
Найдите массу чайной ложки, если масса трёх вилок меньше 
массы пяти чайных ложек на 30 г. 


1356. Фермер вспахал Е часть первого участка и Е второго, 
что составило 9 га. Найдите площадь каждого участка, если 
половина оставшейся части второго участка на 5 га меньше по- 
ловины первого участка. 


1357. На митинге присутствовали мужчины и женщины. 
После того как к ним присоединилось еще 1,8 тыс. муж- 
чин, мужчин на митинге стало на 800 больше, чем женщин. 
Сколько мужчин было на митинге вначале, если половина их 


числа составляла столько же, сколько составляла Е числа 


женщин? 


1358. Открыли два крана: первый Ha 5 мин, второй на 4 мин. 
За это время в бак поступило 120 л воды. Если бы через первый 
Кран вливалось воды вдвое меньше, а через второй втрое мень- 
ше, то за это же время в бак поступило бы лишь 50 л воды. 
Сколько воды вливалось через первый кран за 1 мин? 


1359. Если увеличить ширину прямоугольника на 10 %, 
а длину на 20 %, то его периметр увеличится на 16 см. Если 
же уменьшить ширину на 20 %, а длину на 10 %, то периметр 
уменьшится на 14 см. Найдите длину и ширину прямоуголь- 
ника. 


1360. Два подрядчика в январе заготовили 900 м? леса. 
В феврале первый подрядчик уменьшил заготовку на 15 %, 
второй — на 20 %. В этом месяце первый заготовил Ha 60 м? 
меньше, чем второй. Сколько леса заготовил каждый из них 
в феврале? 
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1361. В этом году с 20 га площади, засеянной пшеницей, 
и 30ra площади, засеянной рожью, собрали 1200 ц зерна. 
В следующем году при увеличении урожайности пшеницы на 
10 % иржи на 5 % с тех же площадей должны собрать зерна на 
90 ц больше. Сколько пшеницы и сколько ржи должны собрать 
в следующем году с каждого гектара? 


1362. Задумали два числа. Если первое число увеличить на 
40 %, а второе на 30 %, то их сумма увеличится на 170. Если 
полученные при увеличении числа уменьшить соответственно 
на 40 % и 30 %, то их сумма уменьшится на 229. Найдите за- 
думанные числа. 


[1363. | (Задача Л. Н.Толстого.) Артели косцов предстояло 
скосить два луга, из которых один был вдвое больше другого. 
Полдня вся артель косила большой луг, а на вторую полови- 
ну дня артель разделилась пополам, и одна половина осталась 
докашивать большой луг, а другая стала косить малый луг. 
К вечеру большой луг был скошен, а от малого остался участок, 
который был скошен на другой день одним косцом, работавшим 
весь день. Сколько было косцов в артели? 


у Задачи повышенной трудности 


1364. Докажите, что если к трёхзначному числу приписать 
справа то же число, то полученное шестизначное число будет 
кратно 7, 11 и 13. 


1365. | Написали двузначное число. Затем приписали к нему 
слева и справа цифру 2. Получилось число, которое в 32 раза 
больше написанного двузначного числа. Найдите это двузнач- 
ное число. 


1366. Четырехзначное число оканчивается цифрой 4. Если 
эту цифру переставить в начало числа, то число уменьшится на 
1107. Найдите это четырехзначное число. 


1367. Докажите, что значение выражения 9110 + 420 — 
— 850 кратно 10. 


1368. Найдите двузначное число ab, которое при делении 
на 6 в частном даёт 6, а в остатке а. 
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1369. | Докажите, что если любое двузначное число на- 
писать три раза подряд, то получится шестизначное число, 


кратное 7. 


1370. | Докажите, что число 111...1 кратно 81. 
Е dae 


81 раз 


1371. Докажите, что всякое простое число, большее трёх, 
имеет вид 6k + 1 или 6k + 5, где Е = О или ke №. 


1372. | Докажите, что если сумма трёх последовательных на- 
туральных чисел нечётна, то их произведение кратно 24. 





1373. | Известно, что четырёхзначное число вида abba AB- 
ляется кубом натурального числа. Найдите это четырехзначное 
число. 


1374. | Найдите натуральное число, квадрат которого имеет 
ВИД: 
а) abbb; 6) aabb. 
1375. Найдите множество трёхзначных чисел, первые две 


цифры которых образуют число, являющееся квадратом, а по- 
следние две — кубом натурального числа. 


1376.! Найдите множество чисел вида abc, для которых вы- 


полняется равенство ab — be = 5. 


1377.|Трёхзначное число abc таково, что ab кратно 18, 


а bc — простое число. Найдите множество всех таких чисел. 


1378. | Докажите, что если пе N, To: 


п _ 2n _ 
= € N; 6) Тем. 


a 
) 10 


1379. | Докажите, что число вида abbb — а делится Ha 37. 


1380. Найдите правильную дробь, большую =, при увели- 


чении числителя которой на некоторое натуральное число и 
умножении знаменателя на то же число значение дроби не из- 
меняется. 
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1381. Цены повысились на 25 %. На сколько процентов 
меньше товаров можно купить на ту же зарплату? Какой ре- 
зультат получится при понижении цен на 25 %? 


1382. Как изменится площадь прямоугольника, если его 
длину увеличить на 20 %, а ширину уменьшить на 25 %? Сде- 
лайте геометрическую иллюстрацию. 


1383. | Взяли 100 кг вещества, в котором содержится 99 % 
воды. Сколько воды испарится при подсушивании этого вещест- 
ва, если его влажность снизится до 98 %? 


1384. Найдите все целые значения т, при которых корень 
уравнения mx + Ox = 20 является натуральным числом. 
1385. Разложите на множители многочлен: 
а) хз — 5х + 2; би ЕТ: 
1386. | При каком натуральном n значение выражения п* + 4 
является простым числом? 
1387. Найдите какое-нибудь натуральное значение п, при 


5n + 6 
котором дробь ————- сократима. 
8n + 7 


1388. Разложите Ha множители многочлен: 
а) у? - 4у? +4у-1; 6) y*— 2y?+ 2y? -— бу-3. 


1389. | Представьте многочлен x* - 2х3 + 3х? - 2х +1 в виде 
квадрата многочлена. 


1390. Докажите, что если а не делится Ha 5, то at — 1 делит- 
ся на 5. 


1391. Докажите, что если квадрат натурального числа, 
не кратного 3, уменьшить на 1, то в результате получится чис- 


ло, кратное 3. 


1392. Найдите натуральные числа, разность квадратов KOTO- 
рых равна 455. 


1393. Докажите, что при любом натуральном п значение 
выражения 5п? + 10 не может быть квадратом натурального 
числа. 
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1394. Докажите, что при любом целом значении т значение 


т т? m3 
выражения 3 + a = 6 является целым числом. 


1395. | Найдите уравнение прямой ах + by + с = 0, если эта 
прямая проходит через все точки вида (п; п —1), гдепее Z. 


1396. | Постройте график уравнения: 


а) (x — и)(х + и) = 0; г) х? - 9 = 0; 
6) (x — 2) (у + 2) = 0; n)y*—-1=0; 
в) (x — 1)? + (y — 2)? = 0; e) (x - 2)(y? - 9) = 0. 


| 1397. | Постройте график уравнения: 
ад у=|х| + x; 
6) у=х - |x|; 
в) |х| - х = |у| - у. 


1398. | Постройте график уравнения: 
а) (x? — 9) (и? - 9) = 0, где -3 <х < $3, -3 <у<3; 
6) ху" + у — 4х - 4y = 0, где -2 < x < 2. 


| 1399. | Постройте график функции: 
али=|х-5| + х +5}; 
6) у = [х - 1|- [+2]; 

B)y =|x + 2] - 2, если —4 < 

x 


реа: 
< 8 


r) y = |х - 6] - 2, если 2 < 


1400. | Известно, что сумма коэффициентов уравнения 
ах + by + с = 0 равна нулю. Докажите, что график этого урав- 


нения проходит через точку (1; 1). 


1401. Решите уравнение xy = 3(x + и) -5, гдехиу — целые 
числа. 


[1402. | Докажите, что уравнение x? — у? = 12 имеет решение 
в целых числах, а уравнение x? — у? = 18 не имеет. 


1403. | Решите уравнение: 


а) |2х - 3| = 11; 6) |6 — 1,5x| = 3. 
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1404. | Даны пары чисел x и и: (3; 5), (107; 192), (211; 379), 
(314; 565), (419; 753). Из всех перечисленных пар одна и только 
одна не является решением уравнения 187х - 104у = 41. Какая 
именно пара? 


1405. Решите систему: 
х+И+|иу-1|= 5, 
|х+1| = 4у-4. 


Решите систему: 


x-y=1, x+y = 4, 
а) iy-—2=9, 0) jy-—z= -2, 
z+x = 2; z+x = 6. 


Всадник и пешеход одновременно отправились из пунк- 
та А в пункт В. Всадник прибыл в В на 1,5 ч раньше пешехода 
и тут же возвратился в А. Весь путь у него занял 3 ч. На обрат- 
ном пути он встретил пешехода в 5 км от В. Найдите скорость 
всадника и скорость пешехода, а также расстояние от А до В. 


[1408. | Два брата ходят из школы домой с одинаковой скоро- 
стью. Однажды через 15 мин после выхода из школы первый 
побежал обратно в школу и, добежав до неё, немедленно бро- 
сился догонять второго. Оставшись один, второй продолжал 
идти домой в 2 раза медленнее. Когда первый брат догнал вто- 
рого, они пошли с первоначальной скоростью и пришли домой 
на 6 мин позже обычного. Во сколько раз скорость бега первого 
брата больше скорости ходьбы братьев? 


1409.| Два парома курсируют между двумя берегами реки с 
постоянными скоростями. Достигнув берега, каждый из них тут 


же отправляется обратно. Паромы отчалили от противополож- 
ных берегов одновременно и первый раз встретились в 700 мот 
одного из берегов, поплыли дальше каждый к соответствующему 
берегу, затем повернули назад и вновь встретились в 400 м от 
другого берега. Найдите ширину реки. 


Если человек идет пешком на работу, а обратно возвра- 
щается на транспорте, то всего он затрачивает на дорогу полтора 
часа. Если же в оба конца он едет на транспорте, то весь путь 
занимает у него полчаса. Какое время затратит этот человек на 
дорогу, если и на работу, и обратно он пойдёт пешком? 


$ ОТВЕТЫ 


Глава 1 
7. a) А — множество натуральных чисел, кратных 3 и He боль- 
ших 30; 6) В — множество двузначных чисел, кратных 17; в) С — 


множество двузначных чисел, оканчивающихся цифрой 7; г) D — 
множество простых двузначных чисел, оканчивающихся цифрой 3. 
12. а) нь 13. 6) {11; 15; 17; 51; 55; 57; 71; 
998 877765 5 4 38 
75; 77}; в) {10; 11; 15; 50; 51; 55}. 14. a) {222; 227; 272; 277; 722; 
121; 112; 711}; 6) {200; 202; 207; 220; 222; 227; 270; 272; 277; 700; 
702; 707; 720; 722; 727; 770; 772; 777}. 18.2,1 т. 19. 1740 р. 25. a) {18; 
27; 36; 45; 54; 63; 72; 81; 90}; 6){91; 80}; в){16; 23; 32; 61}; г) {22}. 
30. 0,9 T. 34. a) 0,1; 6) 2,5; в) -255 г) -1,5. 35. gf 360; 6) т 250; г) -24,8. 
1 


2 
36. a) 15; 6)-1; в) 1; г) 1s. 38. a) = 6) 26; в) 0,8; г) 1.39. any 


40.2 =141 31,1. 41. 12, 23, 34, 45, 56, 67, 78, 89. 44. 
6 2 3 4 2 4 

7 2 13, 5 2. . 

15 45. а) Например, aT и a 6) например, a и aa в) напри 


мер, = и = г) например, > и -. . 52. = от: с: 53. Например, 


И В ere Е ЕВ 0 0 

ae 107 io? 210 a . 58. 6) 30 %; г) 130 %. 61. Объём, среднее ариф- 
метическое, размах, мода, медиана выборки: а) 8; 11,75; 4; 10; 12; 6) 8; 
0,375; 2; 1; 0,5; в) 8; -1,25; 10; моды нет; —0,5; г) 5; 120,2; 4; 121; 121. 


62. 19 = центнера с 1 га; среднее арифметическое. 64. 21. 65. 210. 66. 2. 


68. а) 12; 6) 10 или 20; в) не существует. 69. Среднее арифметическое 
3,5; размах 5; моды: 2, 4 и 6; медиана 3,5. 70. Пропущенная вариан- 
та равна 10,5. 71. а) 25; 6) 120 слов в минуту; в) 40 слов в минуту; 
г) 120 слов в минуту. 72. a) 20; 6) 32, 73. 82, 98, 118 или 298 км. 
79. а) 16; 0; 39; в) 2; 2; 2; 2; г) 12; 10; 10; 12. 84. 0,85а га. 85. 0,86 кг. 


88. а) 0,35; а 89. а) 8,55; 6) — =; в) 30; г) -—. 92. г) —5. 93. а) © 
6) —2; в) 45; г) =. 96. 6) 100а + b. 97. a) 51; 62; 73; 84; 95; 6) 11. 


98. г) 4n + 2, где п — целое неотрицательное число; д) 5m + 4, где т — 
целое неотрицательное число; е) 2п - 1, где пе N. 101. а) Последова- 
тельность задаётся формулой бп - 1, где пе М; в) 20 - 3n, где пЕМ. 
106. а) Таких значений нет; 6) 0; в) —7; г) таких значений нет; д) 2,5 
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и-2,5; е) ©. 111. 4 км/ч. 112. п + 1-я варианта. 119. 6) Е т а 
13° 13’ 13’ 13 


и) Fatt г) fee 12| 120.6) (148; 518: 888}: г) {962; 872; 782; 692}; 
13 13’ 13} 
e) (236; 464; 925}. 121. a) Простые числа, меньшие 30; 6) сумма цифр 
числа равна 7; в) разность между числом десятков и числом единиц 
равна 5; г)числа, кратные 21. 122. а) Правильные несократимые дро- 
би с числителем 2 и большие 0,1; 6) дроби, у которых сумма числителя 
и знаменателя равна 9; в) правильные несократимые дроби, укоторых 
числитель и знаменатель — однозначные нечётные числа; г) дроби, 
укоторых произведение числителя и знаменателя ны. 21. 124. а) 16,5; 


6) 15,5. 134. а) 999...9; 6) 144...4 .43. 135. а) 0,15; ks ——. 137. Размах 
и" 25 


100 раз АЙ раз 


2,5, среднее арифметическое 2,8125, мода и медиана 3. 138. Среднее 
арифметическое, размах, мода, медиана: a) 79,5; 6; 77; 79,5; 6) -8 с} 


9; три моды: —11, -9 и -5; -9. 139. Пропущенное число 7; объем 15; 
мода 8; размах 3; медиана 10. 141. б) пе (6; 17; 28; 39; . - в) п = 2; 


д) пе {1; 2; 3; 4; 5}; е) п = 4; ж)п < 25; з) п = 4,15. 143.а) 2 =, rene М 





1 
п < 5; 6) — As ne ИР 
el nies tant ntl 
+1’ | 2n+1 


pene SN un S 9; в) - 
+ 


r) raene Nun Ss 93 д) 








9 


2n-1 
mene Nun < 6. 145. а) {942, 832, 722, 612, 502}; г){231, 613}. 
146. а) 16; 25; 34; 43; 52; 61; 6) 29; 38; 47; 56; 65; 74; 83; 92. 147. a) t 41; 


1 
6)t# 4; в) Е * 0; г) Е <0. 148. а? и --. 149. р +1, 2pu p* + p. 150. 1 - 
а 








1 230 
_ . 151.6a - а? cm’. 152.а) т + 18; 6) т + 15. 153. ч. 
n+1 и + и 
154. —30_ч 155. 21а + 1,036 р. 156. a) 1000 + 101 p.; 6) 1000 + 





р 
+20n + 0,1n? р. 
Глава 2 


162. д) 1,0106; e) -2,008. 163. a) —0,25; 6) —0,95; в) -3,01; г)0,088. 
169. а) —64; —1; -9; 6) -2,5; 0; —450; в) 2,1; 0; -—127,5; г)-4,4; 0,4; 0,7. 
170.а) —38; 6) 10,44; в) -6,2. 171. а) 216 смз; 6)13,5 дмз. 172. а) 352 см?; 
320 смз; 6) 3168 cm’; 8640 смз. 174.а)-0,26; 6) —0,04; в) 472; г) —6908; 


д)-85; е) —44. 182.a)3; 6) 3; в) 1,5; г) 1. 187. г) =. 188. a)0,22; 6) -0,16. 
198. a) 2; 6) 2; в) 0; г)1. 199. г) 1,44; д) -0,7; е) -73,96. 201. a) 9; 6)6; 
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в) 49; г) 25. 202. в) -3; г) -110. 205. а) 125; 6) -196. 206. а) = 6) 1s 


B) т г) -0,2 при t > 0 или -5 при t < 0. 207.в) Ласточка пролете- 


ла на 800а м больше. 209. а) 14; 6)33,Т5; г) 0,25. 210. а) —0,96; 6) 54; 
в) —175 000. 216. д) 0,0652ст; е) 2,7a%b?. 222. 0,384а3 смз. 223. e) 2п; 


ж) степень не определена; 3) 0. 231. а) -55 а36'с°; 6) 64а3хбу!?; 


в) —0,004a°b'c®; г) 28а хТу?. 234. в) 10 000; г) 1; д) 50 000; e) 4. 
4х 


235. a) 2187; 6) 648; в) 0,57. 241. а) m% 6) —тб; в) 3тб. 242. е) зу 
2 5 
243. 6) [==]. 244. a) 8; 6) -—_; в) 81; г) -352. 245. a) 16; 6) —16; 
10 
в) 0,25; г) 0,6. 246.а) 17} 6) р в) 0,25; г) 0,6; д) 2; е) 25. 247.а)1; 


6) 3; в) 1; г) 1. 257. а) 108ап; 6) 67°; в) -90с20; r)1500a°D!®; д) -3хПу? 
e) —108ат6Т. 258. а) 32а6?; 6) -0,001х“уп; в) -За'6И; г) 0,008a’b'c®; 
д) —0,0001а363с11; е) —-10т?п8; ж) 36т6п?; з) -7Тх!бу?. 259. а) —a°b?; 
6) —а'Ъ10; в) —4у20; г) 81а2812; д) -0,1х?2ут; е) 2,56т!п5; ж) р84'; 3) mon}, 


215. а) 0,5; 6) = B) -. 276. 80 %. 278. a) — в) 666. 297. а) 6; 6) 16; в) 4; 
г) 9. 299. a) 48; 6) 15 ; в) т 195° г) -16. 300. a) 2048; 6)512; в) 4096; 


г) 128. 302. a) —17,88; 6) 128 303. a) 294; 6) —0,75; в) 0,808; г) —521. 


307. а) 27а?2613; 6) 0,57x5y5z5; в) 20с8р!; r)—9,38a°b%c!3. 319. г) —15x3y'4; 
д) 7х20у20; е) -0,04р! а. 320. а) —10 125a!°b4; 6) 16х!?у8; в) -3х'уг; 
г) 0,25а12с!9; д) —16p1"q'4; е) ху8; ж) -тПп?; 3) —4a%c!4, 321. а) 48х"*3уб; 
6) а ym nts B) 64а”*6ст*з; Г) 0,07х2"+1у3; д) —500х3"+4 ут; е) —27а?"+366; 
ж) —а5" +4651; 3) 5а37+2х3т+4, 


Глава 3 


328. а) —168; 6) 17,5; в) 532; г) -24,84. 329. При x = 1. 339.а) 179,5; 
6) 820. 341. В стандартном виде многочлены записаны в пунктах в), д), 
е). 352. в) Не более т + 1. 353. 6) {-2; -1; 0; 1; 2}. 354. Коэффициенты 
вычисляются при значении k, равном: а) —2; 6) -3; в) —1; г) 1. 355. a = -1. 
356. 0,265а6 мг. 357. 0,44ху см?. 362. в) 1; г) 0. 364. 2 ч 40мин. 
365. 1,2 кг. 368. 10a — 25 марок. 370. 5a + 20 км. 371.4,1а - 8 изделий. 
372. 3,7a - 40 кг. 373. а) —2c + 9; 6) —4х - 1; в) -13у; г) -8,2а? + 2ab. 
375. а) 83x? - x + 1; 6) 5х + 4; в) —5ab? - 2а6 + 1. 379. a) 0,09; 6) —28,6; 


в) —36,84; г) 12,718. 380. а) 8а?; 6) -3х? - 4х; в) 10ху - 1; г) -1,5а. 
381. a) 17; 6) -=. 382. а) 10,9; 6) 7. 387. -14, -7, 0, 7, 14. 392. а) Нет; 
6) нет. 396.а)—4,5а1668; 6) Зхвут; в) 0,6x"*"; г) -0,02а”*?. 397. a) -17a + 6; 
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6) 36b - 48; в) 0,1х + 2,3; г) 8p - 34; д) 7c - 6; е) -1,1и - 1,6. 
398.а) 57; 6) —34; в) 11; г) 11. 400. 1,75a? - 2,8а мг. 401. 666 + 48 км. 


405. в) =a ~ са?6? + 0,lab; г) 0,05а“6б -— =a _ = 079, 


408. a) 5,4a?"*! + 4a?" - 5,8а?" 1; 6)-1,7b?" + 1,162"*1 — 4,56"*4. 409. д) 2a? — 
— ба; е) 15р? + 36р?; ж)-4тп?; 3) 2у3 - 2х3. 410. a) 138m; 6) 2а* + 49a’; 
в) —5x4 — 18х53; г) 593. 411. а) —4; 6) -12; в) Ти -1; г) нет корней. 
412. a) —425; 6) 315. 413. а) 0,972; 6) -3. 416. в) Степень 2n + &k, стар- 
ший коэффициент —4; г) степень 2m + 3, старший коэффициент 
т(т + 3). 417. а) -3; 6) 2 и -2. 418. 2. 419. a) 5; 6) 0; в) -1. 421. a) 5; 


6) 3 или 9; в) 7. 422. а) 7,8; 6) 0,28. 423. 91а р. 424.a)7; 6) a3 в) 3. 


425. a) —9a'4b!®; 6) —4x1*y2!. 431. a) x27 -— 9; б)а?" - b2"; в) а" - a™); 
г) x72 — x"*?2, 432. a) x? — 4х? - 3x - 10; 6) аз - За? + 3a - 2; в)63- 56? + 
+ 5b — 4; e) 2а3 - 7a*b + ab’ + 63. 433.a) a? + 1; 6) x? - 8; в) а* — 1; г) x®- 1. 
434. а) a*+ a®- а? + 5a — 2; 6) х* - 453 + 8х? - 11x + 6. 435. a) -3х3- 
— 5x? + x — 2; 6) —ба3+ 13а? - 4a + 4; в) 2а* - 10а3 + 14а? - 4a; 
г) —b* - 646. 436. a) a? + 2a? - 5a - 6; 6) x? — x? - 14x + 24. 437. a) + 
+ 8b + 16; 6) a? + 9а? + 27a + 27; в) х*- 4x3 + 6x? - 4x +1. 
438. а) -10a - 4; 6) 36x? + 40; в) 2a + 2; г) -26? - 8а?; д) x* - 2xy; 
е) 3b? — 26 + 1. 439. : 8x + 38; sa —25а + 1; в) 4a? + 31а - 3; г) 3y? + 


+ 15. 440. a) 4; 6) - 17; в) 1; г) ——. 441. а) 3,4х - 1,4; 6) —0,34а + 1; 


в) - 4+3; г) By ~ 53. 442. a) —2х - 23; 6) 4b - ба - 4; в) За? + 8а + 14; 


г) с — 66 - 1. 443. а) 3,74; 6) -3,5. 444. а) 33" - 1; 6) 1; в) 7°"; г) 24". 
450. 6. 451. 2. 452. а) 5а?6?; 6) -12р?х?у?. 454. а) -82; 6) 13,4. 
456. a) 7203; 6) —13 122; в) 3020; г) 767. 459.а) —2; 6) 0,873. 461. a) 1275; 
6) 10050; в) 60100. 464.a) —44; 6) -44. 474. 4x3y? - 4x7y? + 31. 
475, 2,1a? — 5,7b? — 9,4. 481. 91. 484. 73a + 256. 485. 90а р. 486. а) т + 7; 
6) 5p; в) —0, al + 0,82x; г) -ТЬ — 7. 487. а) 5x* — x3; 6) -5; в) 0,0156 + 


+ 0,1х2; г) — 2a. 488.а) —2х; 6) -1. 489. Если обозначить двузначное 


я 
число через х, то, следуя обратной последовательности, получим тождест- 
во (x — 9)(х + 9) = x? - 81. 492. 0. 497. 129; 125; 141. 498. a) 8а? + 16; 


6) 2х? — 48; в) —-7Тх — 4; г) 6. 499. a) Нет; 6) нет; в) нет; г) да. 


Глава 4 
515.а) 1,la — 90,3; 6) -0,66. 519. e) 3“ 7 ж) 0,6; 3) > = =) — ——, §22. a) 2; 
—2; 6) т “155 в) 0; г) корней нет. 523. 6) 45; в) ne r) 750. 


529. a) 3,2; 6) 60. 530. a) 9; 6) 15. 532. a) 7; е) - В 3) 48; и) -12. 
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534. a) 0,3; 6) a в) —2,2: г) a=. 535. a) 4; 6) 9; B) 55; г) 16; 


д) 5 е) 13,5. 536. а) =; 6) 130. 537. а) —4; 12; 6) -0,1; 2,3; в) 35 

1 
г) корней нет; д) 4,5; —8,5; е) —5,5; —3,5; —0,5; 1,5. 538. a) a = 0,6; 6) а =? 
- —. 540. a) 1; 


6) 2; в) 1,5; г) 0. 541. a) 3; 6) корней нет; в) —6; г), д) корней нет; e) —15. 


Ba = 47 wa = 47; г) при всех а < 1. 539. г) x 


542. a) 0: 6) 0; в) 1. г), д), е) корней нет. 543. а) 3; 6) х — любое 
число; в), г) корней нет. 545. a) а = -3; 6) а = -3. 546. b = -0,59. 
547.а) Корней нет; 6) -3,8; в) 2; г) любое число. 548, а) Корней нет; 


6) любое число; в)0; г) 1. 549. а = “15, 550, a) —1; 6) 1; 5) sai г) о. 


1 19 2 
551. а) —1; 6) 55° B) oa r) 49° 552. а) 1; 2; 4; 6) 4; 5; 7. 553. a) 2,5; 


7 1 
6) 52: в) 25° Г) 6. 554. a), 6) x — любое число; в), г) таких х нет, 


555. а) 3,75; 6) —0,6. 556. а) 10; 6) 15; в) 1=5 1) 0; д) -20; е) 1. 557.2) 5; 
6) 0; в) 6; г) 1,5. 558. а) 1,1; 6) -5 в) 2; г) 1,26. 559.а)10; 6) —1; в) 2: 
г) 20. 560. а) 8; 6) 7 в) 10; г) 37. 561. Два случая: либо варианты би 8 
имеют частоты 2 и 3, либо 4 и 3. 562. а) Б=2; 6) 6b = -13. 563. а) 23; 
6) 1,7; в) 4; г) 26,5. 564. a) 4; 6) о: в) 1,5; г) -3. 565. а) Таких зна- 


чений y нет; 6) 0,8. 566. a) 0,25; 6) 4; в) 1; г) -3. 569. а) —0,8; 6) 1,04. 
572. 120 м?, 138 м?. 573. 14 р. 50 к., 16 p. 574. 7, 14, 17 см. 575. Ta- 
ким способом расставить книги нельзя. 576. 34, 68, 98 cm. 577. 80, 
88, 68 компьютеров. 578. 80 км. 579. 27 учащихся. 580. 26. 581. 9. 
582. 3000 р. 583. 4500 р. 584. 1,5 км/ч. 585. Да. 586. a) 65 и Т0Окм/ч; 


0) 75 и 80 км/ч. 587. 1. ч или 2 ч. 588. 26, 28, 30, 32. 589. 24 и 20 см. 
590. 196 cm’. 591. 25 рядов, 28 мест. 592. 960 страниц. 593. 720 
курток. 594. 600 изделий. 595. 80 км. 596. 270 км. 597. 1. ч. 


598. 5 или 2,5 ч. 599. 45 км. 600. 20 км. 601.15км. 602. 360 ту- 
ристов. 603. 496 тетрадей. 604. 28 учеников. 605. 84 года. 606. 9 кг. 
607. 4 л. 608. а) 0,11; 6)-0,4, 622, а) а # 0; 6) таких значений а нет; 
в) а = 0. 623. a) 6 # 2; 6) b = 2; в) таких значений нет. 624. а) —2,5; 
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6) 4,875; в) корней нет; г) —0,5. 625. а) —6,5: 6) 2; в) -1; г) г. 626. а) a 
6) S21 Ben) =: г) -5. 629. a) a = 2,5; б)а = 2; в) таких значений нет. 


632. a= -3. 633. а) а = 2; 6) не существует; в) а = 2. 634. 22 банки. 
635. 40 т. 636. 30 км. 637. 7, 7, 15, 15 cm. 638. 93. 639. Любое дву- 
значное число, в котором 2 является цифрой десятков. 640.63 км. 
641. 17,5 км. 642. 60 и 70 км/ч. 643. 600 и 120 г. 644. 8 л. 645. Любое 
натуральное число. 646. 6, Т, 8, 9. 647. 28 и 42 м. 


Глава о 

651. а) х”(х? — 1); 6) уу" - 2); в) 2" Ц2" 1 + 1); г) а"ф?"(б" - 1); 
д) p>" 'q(p?""2 — 1); е) a®x™ (x4 + а"\. 653. а) 945; 6) 14,5; в) —47,3; 
Tr)7,2. 654. ж) 3pq(0,4p - 0,64 - 47); 3) 14тп?(0,1т? + 0,3m - 0,6). 
655. a) 5000; 6) —137,5. 656. e) (x — 1)(х + 6); ж) 5(b + 5); 3) (а + 4)(4 -а). 
657. а) (x — a\(y — x); 6) (с —b)(b + а); в) (8x —5)(2x- 17); г) (а - ВА - а); 
д) (x — у(х -— y — b); е) (x - 5)(ax - 5a + Dd). 658. a) х(2х - 1)/(у - 1); 
6) a(b + 2)(а + 1); в) у(х — Т)(З - у); г) а(а- Ба + 1); д) 9(2х - а)(4ах - 1); 
е) За(х - 2)(5х - 11). 659. а) 3(a — 5b)(2a + b); 6) 2(3х - 4y)(x - у; 
в) а(а + 9х)(а - 9х); г) раф - 109). 660. а) —4; 6) 2. 661. а) 1,1; 6) 0,75. 
662. 6 ч. 663. а) x° - 243; 6) 90. 665. д) (b + 1)(1 - а); е) (2х - уС - 3); 
ж) (За + 2b)(5x - Ty); з) (8р- 1)(74 + 1). 667. а) (у? - а)(х- b+ 1); 
6) (c? — d)(a - b - с); в) (x? - а)(х* - у? - 1); г) (у - ec)? + 6 + 1). 
668. a) x(x — a)(y — b); б)т(т?+ 1)(n - 2); в) а(26 - 3c)(8a + 7b); 
г) х(Зу? - 22)(5х - 8y). 669. a) (x" - 1)(х + 2); 6) (х" - 1)(8x? - 1); 
в) (х"^ ! — 1)(а + 2х); г) (ах" + 1)(ах - 1). 670. в) (x - 3)(x + 4); г) (x - 6)(х + 5). 
671. а) 9; 6) 52. 672. в) a(x - 2y)(1 — Ь); г) а(а - В)(х - и. 674. 80 км/ч 
и 90 км/ч. 675. в) 138; г) 29. 676. а) 52; 6) 32. 677. 1. 678. а) 1092; 
6) 3905. 682. г) Указание. Замените а + В буквой x. Полученный 
трёхчлен х?-7х +12 разложите на множители, а затем произведите 
обратную замену x на а + Ь. 689. Ошибка в том, что обе части ра- 
венства разделили на нуль, т. K. a — b - с = 0. 690. а) Tx(x - 3)’; 
6) (x - у(х -и- 8); в) (а - 2b)(3ab + 7); г) (a + 96 + 3c)(x? - 3). 
691. a) баб + be; 6) уз - хз. 692. 44 см. 694. д) 0; 0,6; е) 0; -8; ж) 0; 3; 


3) 0; -2=. 695. а) {5; 7}; 6) {2; 4}; в) {-1,5; 25}; г) |5 -25 д) {2}; 
е) {-6; —1; 1}; ж) {8}; 3) {3}. 696. a) A(-1,5) и В(-2); 6) O(0) и M(4); 
в) А(-4), B(-3), C(3) и D(4); г) M(-1) и N(1). 697. a) 1 > =: 6) 0,8 < 1. 


699. а) 7; 8; 6) -3; -Т; в) -9; 8; г) -3; 6. 700. a) 0; 2; 5; 7; 6) 0; -3; 1; 4. 
701.4 иб. 702. 406. 703. 247. 709. ж) a(a® — 5)(7a® - 2); 3) b(b° — 9)(3b9 - 2). 
710. д) (с + аа + b + c); e) (a — Ва - b + c); ж) (a - (а — b - a?); 
3)(a— b)? (a — b - с). 711. а) (у + 2)(х — у(х + и) 6) (а? + БХаь + са); 
в) a°(7a® — 1)(a’° — 1); г) a2(a’? — 3)(2a® - 1). 712. a) (x — у(аб + ac + bc); 
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б) а(а - 1)(х +6 +с); в) (5х? - 2)(ба? - ЗВ? + с?); г) (x? - 5а?)(х?+ 2y? + 327). 
713. г) (5? + 1)(6? + 10); д) (6? + 16? - 10); е) (6 - 1/6 + 06? + 10). 


714. а) 4(х - 2); 6) 9(у + 3)2; в) 25(а - 2b)?; r)4(c+ 3); д) (x + 2)’; 
e) AU 9) 715. a) Указание: Bocnonmynrecs чем зто 1.7 < 8:94 
+ 3,22 = 3,2(1,7 + 3,2)= 3,2 + 4,9; 6) 18; в) 1; г) —2,4. 716. a) 1364; 6) =. 


717. a) Указание. Воспользуйтесь тем, что 25’ = 514. 718. Указа- 
ние. При ае N значение выражения а(а + 1)(а + 2) кратно 6, так как 


хотя бы один из множителей делится на 2 и один — на 3. 724.в)8; —1; 
12 1 1 

г) -3,5; 2,5. 125. а) 0,5; 0,75; 6) =) д; в) —0,5; 1,5; г) 7; 21 =} д) —1; 0; 

1; е) -1; 0; 1; ж) -1; 3) 1. 726. 935. 727.740, 743, 746, 749. 


Глава 6 


731. a) at — 9; 6) т? — x4; в) т* - рб; г) 42 — 1,44c*; д) 25x* — 0,16и“; 
e) 6,25а6 — 963. 732. a) Эу? — 4х“; 6) 9р* — 25n?; в) 4х6 — 25a‘; г) 16т? — 9Эп^. 


734. 6) Е в тат: г) 0,6454у? — сах 735. а) x2" — y2": 6) 32 22%, 
B) тб” — p**: Г) 54k —- 46т, 736. a) 2k +2 = err 6) qin - 6 — bin + es B) 478nt+10_ 
— 25y8" - 19; г) 9рбт-4 — 404" -6. 7389.a)x* — ий; 6) 81 - а*; в) т* — 625; 
г) 1 - 16p*. 743. а) 73y? — 149x?; 6) 17m? - 19k?. 744. а) 0,5; 6) 1; в) 3,5; 


2 

г) -1,4. 747. а) 0; 32; 6) 0; —°; в) 0; -2; r) 0; 0,75. 748. г) [тя 
3 7 7 6 
750. a) 1 6) 2,5. 751. 15 км. 754. ж) (0,9x - 1,1y)(0,9x + 1,19); 
3 1 \/з 1 
3) (2p - 154 | 2p +124 755.) (0,2k — 0,8an)(0,2k + 0,3ап); 
1 2 1 2 

3) [ов _ 12 mp зав + 12тр | 756. д) 2,4; е) 11,25. 757. в) 1. 758. а) —5 


и 5; в) нет корней; e) 6-5 6. 761. а) (х”- у?")(х" + и’); 6)(5Р- 3")x 


x (52? + 3"); B) (a3” +2 _ b2n + 1)(а3” +2 ae b2n + 1); г) (у? -й — xm - 1\(y? —k ut x3m - 1); 
д) (2х"-3 — By" *3)(2x"~3 + Зу”*3); е) (0,7а3-2- 0,952 + 1)(0,Таз-г + 0,90 +2), 


763. а) (3 — 2p)(15 + 2p); 6) (8 — 3x)(16 - 3х); в) [8 + 31 | 8x + 42 


г) (3 — 13) Ту - 3); д) (12 - 13а)(19а - 12); е) (25п + 3п)(25т + Tn). 
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764. а) 2; -1; 6) 3; -7; в) 1; 3 г) 7; -1. 765. г) —(6х + 13/) 8х + 5y); 
д) 9(11а + 4b)(29a + 166); е) (11x? + 62)(59x? + 50). 766. Равны или про- 
тивоположны, 767. а) 0; 2; 6) -4: -= в) —0,8; 0; г) -8; 0,4. 771. 7 см. 


772. Делить на выражение (п — п), равное нулю, нельзя. 776.а) (т + 3n)x 
x (т? — 2n); 6) (а - 262) (Ь - 2а^). 777. а) 3; 6) 2; в) -1; г) -81. 778. 50 км/ч 
и 70 км/ч. 785. ж) 36т? + б0тЕ + 2512; 3) 9р? - 24рс+ 16c?. 


786. д) тет’ — =mn + 9n*; e) 16т? - 12mn + 2,25n2. 787. a) 16m*4 + 


+40m?n + 25п?; 6) 9c? — 12cp? + 4рб; в) 4x4 + 20x?y? + 25y'; 


1 4 2 1 
г) 49y® - 42y%p? + 9p; д) vl — 2х2? + 16y°; e) rl + са + са”. 


788. a) 30х + 25x; 6) 40m — 16т?; в) -16 - 24р; г)49Е? + 1; д) 4c? + 12c; 
е) 4 + 112y. 789. a) 50т? — 30m + 0,5; 6)-6Е? — 8k + 10 = в) 2p? + 


8 
— 2a2n + 1p2n-1 + 464" -?, 792. a) -4т? - 5; в)14Е - 14k? - 4; е) 116 - 8с; 
ж) —10х - 34. 794. а) -1; 6) 1250. 795.а) 5; 6) -1; в) 0; г) 1; д) -1; 
е) 0,4; ж) 3; 3) -1,5. 798. 9 и 11 см. 802. a) x? — х?у - xy? + и3; 
6) x9 + х?у - ху? - у3; в} -8От?п + 16т? - 120тп + 24m - 45п + 9; 
г) 8a? + 16a? - 32а - 64; д) ct — 18с?т?+ 81m‘; е) 4a* + 12а36 + a2b? - 
— 12а63 + 464. 808. 15 страниц в час. 809. 11 и 12 деталей в час. 
811. д) (4х - 9и):; е) (116 + 2c)?. 812. г) 49; 100; 4. 815. 4x? - 6x + 2,25; 


3 1 3 1 1 
+ а: г) ae + 2c + 1.. 7191. а) 4х?" + 4x"y*? + y**; 6) да" ee 


4x? — 12x + 9; x2 - 6x + 9. 816.а)-0,5; 6) = в) —4; г) 3; д) 0,4; 


е) —3. 817. а) |-2 a} 6) {0,25; -1,5}; в) {3; 0,2}; г) Fe 2} 


2 
819. e) [32 + *) ; ж)(а?6 - 3); 3) (x - 3ay’)*. 823. Из того, что а? = b*, сле- 


дует, что либо а = b, либо а = —b. 824. 6 см. 826. a) 2,5; 6) -0,2. 830. 80 и 
60 км/ч. 831. 6) -—2; -1; 1. 833. в) (x - 3,5)? - 12,25; г) (x - 0,5)? - 0,25. 
834. a) (x — 3)(x + 2); 6) (x + 4)(x - 1); в) (x -З)(х - 5); г) (x + 2)(x + 6). 


835. д) 0,5(х — 6)(х - 1); е) = (x + 12)(х - 4). 837. При x = -5; 7. 


838. При x = -1; 8. 840. а) Наибольшее —1,75; 6) наименьшее 1,91; 
в) наименьшее 1; г) наибольшее 4. 841. 16 16 м. 842. 15 x 30 м: 
450 м?. 845. 70 км/ч и 90 км/ч. 846. 75 км/ч и 65 км/ч. 
849. а) ent 2 — Dyer er lt 3x2" — Deer + en - 2; 6) Эа?" +6 — 12421 ts + 
+ 10а?” **- 4a?" *3+ а?" +2, 850. a) x? + 4у? + 22; 6) 9т? + п? + R?; 
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в) 3246 — 48а; г) 24с + 10. 856. а) (2х — 3); 6) (7a — 1). 857. a) 1; 6) =. 


860. а) —m? + 3m?n - Зтп? + n3; 6) k? — 6k? + 12k - 8; в) -х3- Зх?у —- 
—Зху? - УЗ; г) рз - 1,5р? + 0,75р - 0,125. 866. а) 8x? + у3; 6)9х2у - x; 


в) —9a’b + баб? - 63; г) —a? — ба?Ь - 9ab?. 870. a) - 6) о, 871. a) —15; 


6) —32; в) —1; г) 2,5. 872. 52. 873. а) (0; 2); (0; ~4); 6) (-2; 0); (2; 0); (4; 0). 
1 1 1 1 
879. — + 88; е) 27 р? - —; 64a? + 12503; м-в. 
д) 5 ) 27p af ж) а a): ae aa 
880. в) (b — a)(b? + ab+ a’); г) (р + 2)(р? - 2p + 4). 882. д) (0,2a — b)x 
x(0,04a? + 0,2ab+ b?); е) (т + 0,4n)(m? - 0,4mn + 0,16n?). 883. а) (а" — b")x 
x(a?" + g®b? + b2"); 6) (а* a b*)(a2* — q*bF + b?*). B) (хп а oe y"~ eal 24 
$oxtr Lyn 1 + у?" - 2); г) (gk tL 4 yk + (2k +2 — ght Lyk tl 4 yk + 2p, 
885. д) (mn? — а)(т?п*+ amn? + a’); е) (р?а + а)(р*4? - ар?4 + a’). 888. a) 2; 
6) —0,5. 889. 45, 20 и 10 м. 891. а) (а — b)(a + В(а? — ab + 5 (а? + ab + 67); 
6) (x — L(x + x? + xt + x8 + x2 + x + 1); е) (2х - у(16х* + 8х3Зу +4x?y?+ 


+ 2xy? + y*). 896. a) 0,35; 6) о. 897. Три точки: (-6; -0,5); (-2; —0,5); 


(2; —0,5). 904. а) -1; 0; 1; 6) -0,5; 0; 0,5; в) -1; 0; 1; г) -1,5; 0; 1,5. 
907. а) —4; 6) 1,5. 909. а) тт - п - т); 6) рФ - а@ + 1); 
в) зх(у — х)(2х - 1); г) 2k(p - ПФ + 2k). 912. a) (x — у(х -1)(x + 1); 
6) (а + В)(2 - 6)(2 +5); в) (p + З)Ф — ВФ + В; г) © - 2) — Вс + |). 
913. в) (а + 1)(Та? - ба + 7); г) (6 -1)(86? + 116 + 8). 914. а) (x — у)(х + y)x 
x(x? + ху + и?); 6) (т? + п?)(т + пт? -— тп + n?); в) (a - 2) а + 2)(a? + 
+ 2а + 4); г) (1 — Ру + рб + р)(9 - 3p + р"). 916. в) а(а + b)*(a - Вх 
x(a? — ab + 67); г) Ца — Ва + Ба? + ab + b?). 920. в) 2(х - 1,5)? + 0,5 >0. 
921. Объём, размах, среднее арифметическое, медиана ряда: а) 13; 


98; 10 = 3; 6) 28; 98; 6 3; в) 64; 98; 4; 3. Размах ряда остаёт- 


ся постоянным, медиана при п 2 3 постоянна, объём увеличивается, 


среднее арифметическое с увеличением п уменьшается, стремясь к 
64 
=| 
= + 937. 66 см?. 988. 25 x 25 em; 1014 смз. 943. a)160; 





числу 3. 935. 


2 
6) 4,5. 950. е) [о + Я .953. а) Нет; 6) да; в) да; г) нет. 955. в) 6859; 
Г) 49. 957.а) —1:; 6) 8. 971.6) ~(3m — 2)’; в)0,5(4а — b)?. 972.a) 10(3х? - 4)?. 
973. a) 3(2т — п)(@т + 3). 974.a)—6; —1; 1; 6) —4; 4; 5; в) -0,5; 0,5. 
975. д) (4x - 3y)(4x + Зу - 5). 976. a) (2a - в - 2)(2а - b + 2); 
6) (3 — 5х + 3y)(3 + 5х - Зи); B)(6x + 5у — 5)(6х + 5у + 5); г) (4 — 4a — 3b)x 
х(4 + 4a + 3b). 977.а) 5(2х - зу + 1)(2x + Зи - 1); 6) 3(3с — 2a + 55)х 
х(3с + 2a - 55); в) 2(8a — 10m + 2)(8a + 10m + 2); г) 3(4p + ЗЕ - 33)х 
х (4р + ЗЕ + 3s). 978. а) (x? — х+ 1)(x? + x + 1) 6) (x? - 2х + 2) x 
x(x? + 2х + 2). 
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Глава 7 
979. а) -1; -1; 0; 1. 988. а) 2. 990. -3; 0. 992. a) 6b > 1; 
12+, если 0 < t<l, 
6) 6 < 0. 993. а) b = 1; 6) В = 0. 999. s= 
15: -3, если1 < t <2. 


1+0,3х, если0 < x <5, 
0,5 + 0,4х, если5 < x < 10. 


x(x + 1)(x? + 1); 6) (9a? - 38a + 2)За - 1)(8a + 2). 1007. 6) -5; -3; 3. 
1019. a) Да; 6) да; в) нет; а) да. 1020. а) Е = —-1; 6) k = 5; в) Rk = -0,25; 
г) k = -1, 1025. а) —6; 29; 6) 1; 7. 1028. 36 км. 1029. а) —0,6; 0; 0,6; 
6) —3; 0; 3. 1045. а) b = —4; 6) b = 0,8. 1046. д) [У четверть; е) при п < 0 
II четверть, при 0 < п < 2 Ш четверть, при п = 0 точка М не лежит ни 
в одной из координатных четвертей. 1050. а) Является; 6) не является. 
1056. а) у = 2х, где x # 2. 1062. а) -4; 0; 4; 6) -2; -1; 2. 
1068. а) и = - 3, roe x # 0. 1069. График функции проходит через 
точки: А, В, Du F. 1070. a) a = 1. 1071. а) k = -3,5. 1072. а) (5; 0) 


2 
1000.4 = | 1004. (+ = . 1006. a) х(х- 1)х 


и (0; —6); 6) (8; 0) и (0; 2); в) [-1250] и (0; 3); г) (100; 0) и 


(0; —1); д) tre с] и 0: 1} е) [-=. 0] и (0; —5). 1077. a) -8х? + 


+48x - 72; 6) -12a? + 48a - 48. 1080. 6 способов. 1086. а) у =-3х. 
1088. а) (4; 13); 6) (1; —1); в) (4; -3,4); г) (0,6; 7,8); д) (-0,015; —1,47); 


1 
е) |-> -з) 1091. а) у =-2х + 3. 1093. а), 6) 4; в) любое число. 


1094. а) b = 8; 6)b= -63; в) b = 25. 1095. а) (а - 1(а? + а + 1(а? + a6 + 1); 
6) ($ — 1)(b + 1)(b? + 1)(6? + c?). 1096. 810. 1107. в) Принадлежит; г) не 
принадлежит. 1113. а) 0; 6) 1; в) 3. 1115. 11 т, Эти 12 т. 1123. а), 6), 
в) Принадлежит; г) не принадлежит. 1130. a), в) Принадлежит; б)не при- 
надлежит. 1131. (3; 9) и (4; 16). 1132. 720 км. 1139. г) Множество всех 


чисел; д) {x |x #-1, х=1}; е) {x| x # 2}. 1149. y = 100x. 1157. у=х+1 
ии= -х-+Т, где 1 <х< 5. 1159. m(n) = 2п + 1, гдепе №. Графиком функ- 
ции являются точки с целочисленными координатами, лежащие на луче 
т = 21 - 1.1162. a) —4; 6) -0,1; в) 0; г) —4; д) —3; е) 9; ж) при Е > 0; 3) при 


любом Ё # 1. 1163. у = 3. 1166. Указание. Найти коэффициенты k 


и b линейной функции, используя две данные точки. Затем проверить, 
принадлежит ли третья данная точка графику линейной функции. 
1167.а) 45°; 6) 135°. 1170. а = 1,5 или а = -1,5. 1171. В = 81. 1172. (0; 
0) и (1; 1). 1175. a), 6) Принадлежит; в) не принадлежит. 1176. а), 6) He 
принадлежит; в) принадлежит. 1183. a) a’, at, аз, a?, а; б)а, a’, a, at, a; 
в) a, a’, a’, а*, a’; г) a’, a’, а, a’, at. 
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Глава 8 
1196. a) (-3; -3); 6) (-1,5; 1,5); в) (-2,5; -1,5); (-3,5; —4,5). 


1197. a) a = 1; 6) a ==; B) a = 1. 1205. a) m = 6; 6) m = 2; B) m = 7,5; 


г) т = 0, т = 1. 1216. a), г) Да; 6), в) нет. 1217. a) x = 2 -— 3k, y = -2+ 
+ 4k, где k — целое число; 6) x = -—2 + Sp, y = -1 + 2p, rae p — це- 
лое число; в) x = —20 + 5n, y = 30 - Тип, roe п — целое число; г) x = 
= —16 - lln, у = —4 - 3n, где п — целое число. 1223. 8 очков выбил 
9 раз, 9 очков — 2 раза. 1224. Например, отдать 5 пятирублёвых монет 
и получить сдачу — 3 двухрублёвые монеты. 1233. 6) Бесконечно много; 
г) нет решений. 1238. а) (8x + y — z)(38x + y + 2); 6) (а — 64 - а) (4 + а). 
1239. a) 4; 6) 2,25; в) 4; г) 5. 1242. а) (1; 4); 6) (-2; —1); в) (3; 2); г) (-3; 9); 
д) (2,5; 1,5); е) (7; —2). 1243. а) (1; 5); 6)(-6; —7); в) (4; -3); г) (-5; 0); 
д) (0; 1); е) (5; 5). 1244. а) т = -5, п = -2; 6)a= 1, b = -1; в) (1; 1); 


г) р =3, а = 5. 1247. a) (-10; 5; 6) a = 4— ,b=-1=— at B)R= 7, p= -1: 


г) т = 5, п = 5. 1248. а) (6; -1); 6) a = -2, D = 4 1249. a) (1; 0,5); 
6) (-1; 0,5). 1250. а) т = 4, п = -6; 6)a= -3, b = 1; в) (1; 6); r) p = —4, 
Е = —3. 1251. a) (-1; 2); 6) а = 4, b = 1. 1257. a) (2; -3); 6) (-3; 3); 
в) (2; 5); г) (-2; —8). 1258. a) (4; —2); 6)(-2; 1); в) (2; -3); r) a = 4, в = 8; 
д) и = 5, и = —4; е) т = —3, п = -3. 1259. a) т = 5, n = —4; 6) p = —4, 


k = —2; в) (4; 10); гла = 5, b = -20. 1264. а) [о -} б) а = 0,5, b = 0; 


в) т=2п=1 r)u= 1, v = 1. 1265. а) (0; 0,5); 6) p = 15 Е = 2, 
1266. а) и = 2, v = 3; 6) и = -2, v=—3; в) (9; 10); г) т = —4, n = 6. 
1267. а) т = 8, п = -6; 6) р = -15, R=-12; ви = 4, v = 12; г) (-6; 15). 
1268. а) (-4; -9); 6) т = -10, п = 8. 1269. а) Бесконечно много; 6) не 
имеет решений. 1274, в) 3(5а + 2b)?; г) —7(3x? - 2%). 1276. 12 и -8. 
1277. 7. 1278. 20 и 15. 1279.40 и 25. 1280. 30 л. 1281. 10. 1282. 6, 6 
и 7 см. 1283. 2 см. 1284. 3, 3, 30 и 30 cm. 1285. 8,5 г/см; 10,5 r/cm?. 
1286. 5 км/ч и 12 км/ч. 1287. 5 и Т гл/мин. 1288. 5 км/ч. 1289. 45 
и 40 км/ч. 1290. 15 км/ч. 1291. 20 и 15 км/ч. 1292. 20 и 60 км/ч. 
1293. 10 и 12 км/ч. 1294. 4 и 6 км/ч. 1295. 12 и 15. 1296. 20 и 30. 


1297. 80 и 50 га. 1298. 60 и 60. 1299. 7. 1300. 16— км. 1301. 11. 


1304. 10 и 15 км/ч. 1310. a) x = 8, у=0, 2=7;6)x =4,y = 2,2=—-5. 
1311.а)х = 3, y = 5, 2 = 0; 6) x = 4, y = —-5, z = -7. 1812. a) x = 1, 
y= 2,2 = 38; 6) x = 2, y = -2, 2 = -5. 1813. a) x = -1, y= 1, 2 = 5; 
6) x = 10, у = 5, 2 = 10. 1314. x = 1, y= 2,2= 3,0 =4, u = 5. 
1319.а) (x - 2и)3; 6) (2х? + уз. 1324. 3. 1325. 27k - 2, где Re №. 
1350. а) (0; 2); 6) (-0,5; 3); в) (2; 3); г) (1; -2). 1354. 25 см. 1355. 60 г. 
1356. 20 и 15 га. 1357. 2 тыс. 1358. 12 л. 1359. 30 и 20 см. 1361.33 
и 21 ц/га. 1363. 8. 
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Задачи повышенной трудности 


1365. 91. 1366. 5674. 1368. 89. 1373. 1331. 1374. а) 38; 6) 88. 
1375. {164, 364}. 1376. {216, 327, 438, 549, 550, 661, 772, 883, 994}. 
1377. {183, 189, 361, 367, 541, 547, 723, 729}. 1380. =, 5 =. 1381.На20%, 
на 33, % . 1382. Уменьшится на 6,25 %. 1383. 50 кг. 1384. —4, -3, -1, 0, 


5, 15. 1385. а) (x - 2)(х? + 2х - 1); 6) (y? +y + 1(/?-и+ Diy* - y*? + 1). 
1386. При п = 1. 1387. 4. 1388. а) (у - 1) (1? - Зу + 1); 6) (y? + 3)x 
x(y* — 2y - 1). 1389. (x? — х + 1). 1392. 24 и 11; 36 и 29; 48 и 43; 228 
и 227. 1395. x -у-1=0. 1401. (-1; 2), (1; 1), (7; 4), (5; 5), (2; -1), 
(4; 7). 1403. а) Ти —4; 6) 2иб. 1404. (314; 565). 1405. (3; 2), (-5; 2). 
1406. а) (6; 5; —4); 6) (10; —6; —4). 1407. 10 км/ч, 5 км/ч, 15 км. 
1408. В 3 раза. 1409. 1700 м. 1410. 2,5 ч. 


о ПРЕДМЕТНЫЙ УКАЗАТЕЛЬ 


А 


Аликвотные дроби 16 
Аппроксимирующая прямая 240 
Аргумент функции 199 


Бесконечное множество 5 
Бином 67 


Варианта 19 
Возведение в степень 40 
— — — одночлена 53—54 
Выборка 19 
Вынесение за скобки общего мно- 
жителя 129 
Выражение с переменной 25 


г 


График линейного уравнения 
с двумя переменными 270 
— линейной функции 232 
— прямой пропорциональности 
224 
— функции 207 
Графический способ решения 
систем уравнений с двумя пе- 
ременными 279 


д 


Двойное неравенство 14 
Двучлен 67 


3 


Зависимая переменная 199 
Задание функции аналитически 
(формулой) 198 
— — графиком 207 
— — описанием 198 
— — таблицей 201 
Значение функции 199 
— числового выражения 14 


К 


Квадрат разности 158 

— суммы 157 
Квадратный трёхчлен 166 
Конечное множество 5 
Координатная четверть 225 
Корень уравнения 101 
Коэффициент одночлена 50 

— пропорциональности 222 
Круги Эйлера 10 
Круговая диаграмма 215 
Куб разности 175 

— суммы 174 
Кубическая парабола 251 


л 


Линейное уравнение с двумя пе- 
ременными 269 
— — с одной переменной 105 
— — с тремя переменными 
299 

Линейная функция 230 


Медиана ряда данных 22 
Многочлен 67 
— от одной переменной 70 
Множество 5 
— допустимых значений пере- 
менной 27 
Мода ряда данных 21 


H 


Независимая переменная 199 
Нестрогое неравенство 27 


О 


Область допустимых значений 
переменной 27 
— — — — в уравнении 101 
— значений функции 200 
— определения уравнения 101 
— — функции 199 


326 


Объём выборки 19 
Одночлен 50 
Основание степени 41 


n 


Парабола 246 

Переменная 27 

Подмножество 10 

Подобные члены многочлена 70 

Показатель степени 41 

Полигон 216 

Полином 67 

Приведение подобных слагаемых 
70 

Произведение многочленов 87 
— одночлена и многочлена 80 
— одночленов 50 
— степеней с одинаковым осно- 
ванием 46 

Прямая пропорциональность 222 

Пустое множество 5 


Р 


Равносильные уравнения 102 
Разложение многочлена на мно- 
жители 128 
— — — — способом группиров- 
ки 132 
Размах ряда данных 21 
Разность квадратов 152 
— кубов 179 
— многочленов 75 
Раскрытие скобок 75 
Решение системы уравнений 
с двумя переменными 279 
— — — способом подстановки 
282 
— — — способом сложения 288 
— уравнения разложением на 
множители 141 
— уравнения с двумя перемен- 
ными 264 
— уравнения в целых числах 


273 


Предметный указатель 


— уравнения с тремя перемен- 
ными 299 
Ряд данных 19 


С 


Свободный член квадратного 
трёхчлена 166 
— — многочлена 71 
Система уравнений с двумя пере- 
менными 278 
Собственное подмножество дан- 
ного множества 11 
Среднее арифметическое выборки 
19 
Стандартный вид многочлена 70 
— — одночлена 50 
Старший коэффициент квадрат- 
ного трёхчлена 166 
— — многочлена 71 
Степенная функция с натураль- 
ным показателем 244, 249 
Степень многочлена 70 
— одночлена 51 
— произведения 53 
— с натуральным показателем 
40 
— с нулевым показателем 47 
— степени 54 
— частного 54 
Столбчатая диаграмма 216 
Строгое неравенство 27 
Сумма кубов 180 
— многочленов 175 


т 


Тождественное равенство 59 
Тождество 59 
Трехчлен 67 


У 


Угловой коэффициент 237 
Уравнение с одной 
переменной 101 


Предметный указатель 


Ф 


Фигурные числа 38 
Функция 198 


Х 


Характеристическое свойство 
множества 7 


Ц 


Целочисленное решение уравне- 
ния с двумя переменными 273 


327 


ы 


Частное степеней с одинаковым 
основанием 47 

Частота варианты ряда данных 
20 

Числовая функция 200 

Числовое выражение 13 


3 


Элемент множества 5 


ПРИЛОЖЕНИЕ 


МЕТОДИЧЕСКИЕ КОММЕНТАРИИ ДЛЯ УЧИТЕЛЯ 


Данный учебник и соответствующие учебники для 8-го 
и 9-го классов образуют линию учебных изданий для углуб- 
леённого изучения алгебры. Содержание учебников полностью 
соответствует современным образовательным стандартам, 
а также включает в себя широкий круг дополнительных во- 
просов. Подробные объяснительные тексты позволяют учащимся 
успешно изучать материал учебника даже самостоятельно, а 
обилие практического материала — прочно отрабатывать приемы 
решения различных задач, среди которых немало задач повы- 
шенной сложности. 

Методической особенностью курса является расширение тра- 
диционных учебных тем за счёт теоретико-множественной, ве- 
роятностно-статистической и историко-культурной линий. Об- 
ращение к теоретико-множественному подходу в изложении 
некоторых вопросов связано не только с требованием програм- 
мы, но и с удобством такого подхода при введении, например, 
функции как соответствия между множествами, равносильности 
уравнений ит. п. Новые стандарты математического образования 
заставляют иначе взглянуть на статистику, комбинаторику и 
теорию вероятностей. Этот материал, достаточно подробно из- 
ложенный в учебниках для Т—9-го классов, не должен вызвать 
затруднений у учацтихся. 

Специфической особенностью учебников данной линии явля- 
ется введение в объяснительные тексты исторических сведений, а 
в практическую часть — задач из далекого прошлого. Такое изло- 
жение материала характерно для учебников физики, тогда как в 
алгебре (и геометрии) принято включать подобный материал в ка- 
честве дополнительного к учебному. Авторы уверены, что наличие 
элементов историзма в учебнике сделает его более привлекатель- 
ным для учащихся, даст возможность учителю чаще обращать 
внимание школьников на общекультурное значение математики. 

Учебник «Алгебра-7» содержит самые разнообразные по сте- 
пени сложности упражнения. Зная возможности учащихся, учи- 
тель может какие-то задачи пропустить, а какие-то предложить 
только сильным ученикам. К этим задачам можно будет вер- 
нуться позже, во время итогового повторения. Добавим, что ко- 
личество заданий учебника — избыточное, и для формирования 
у школьников стойких умений и навыков решение всех задач не 
обязательно. 
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ПРИМЕРНОЕ ПОУРОЧНОЕ ПЛАНИРОВАНИЕ 


Согласно федеральному базисному учебному плану для об- 
разовательных учреждений Российской Федерации на изучение 
математики на ступени основного общего образования отводится 
не менее 875 4 из расчёта 5 ч в неделю с 5-го по 9-й класс. Из них на 
курс алгебры в 7, 8 и 9-м классах отводится не менее 315 4 из расчё- 
таз чв неделю. При 6-дневной учебной неделе на региональный и 
школьный компоненты отводится по 5 ч внеделю в каждом классе. 
Учитывая 1 или 2 ч из регионального (регионально-национального) 
и (или) школьного компонента, на курс углублённого изучения ал- 
гебры в 7-9 классах можно дать 420 или 525 ч из расчёта 4 илибч 
в неделю. В этой связи предлагается два варианта планирования: 
вариант А — 5 уроков алгебры в неделю, 175 4 в год, вариант Б — 
4 урока алгебры в неделю, 140 ч в год. 


[ Понтороние материала 5Groxmaccon |6. 
може |5 
[мвозовотьо. Элемент мкожеты 0 [8 
Se |8. 









[Чколовые mupanenua(n. 8)  [8 
[Стахвотачеокие xepanrepaerara(a4) | 
[Выражения с порожаными 5) [8 
[Решевье довоянительных упрека [8 
[$3 Crenens cnarypamnaunnoxesarexen [6 | 
[Определения стшвиы © натуральным uoxaserenon (a6) | 8_ 
[Умножение и делоние смеюни 1 [8 


Самостоятельная работа № 4 
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Продолжение таблииы 


Кол-во часов | 








| 
| Тема | Вариант 
| сы 








[А 
$ 4. Одночлен и его стандартный вид 11 9 


Одночлен. Умножение одночленов (п. 8) 
Возведение одночлена в степень (п. 9) 
Тождества (п. 10) 
Самостоятельная работа № 5 
Решение дополнительных упражнений к главе 2 
Контрольная работа Ne 2 (глава 2) 
Глава 3. Многочлены 

$5. Многочлен и его стандартный вид 
Многочлен. Вычисление значений многочленов (п. 11) 
Стандартный вид многочлена (п. 12) 
Самостоятельная работа № 6 

$ 6. Сумма, разность и произведение многочленов 
Сложение и вычитание многочленов (п. 13) 
Умножение одночлена на многочлен (п. 14) 
Самостоятельная работа №7 
Умножение многочлена на многочлен (п. 15) 
Самостоятельная работа № 8 
Решение дополнительных упражнений к главе 3 
Контрольная работа № 3 (глава 3) 
Глава 4. Уравнения 
$7. Уравнение с одной переменной 
Уравнение и его корни (п. 16) 
Линейное уравнение с одной переменной (п. 17) 
Самостоятельная работа № 9 
$ 8. Решение уравнений и задач 

Решение уравнений, сводящихся к линейным (п. 18) 


Самостоятельная работа № 10 


Решение задач с помощью уравнений (п. 19) 


Самостоятельная работа № 11 


Решение дополнительных упражнений к главе 4 
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och, 


Продолжение таблицы 
Кол-во часов. 


Тема Вариант 


А Б 


ae ВЫ 


Контрольная работа № 4 (глава 4) 


1 
Глава 5. Разложение многочленов на множители 
$ 9. Способы разложения многочлена на множители 


Вынесение общего множителя за скобки (п. 20) 

Способ группировки (п. 21) 

Самостоятельная работа № 12 

$ 10. Применение разложения многочлена на множители 
Вычисления. Доказательство тождеств (п. 22) 


Решение уравнений с помощью разложения на множители 
(п. 23) 


Самостоятельная работа № 13 
Решение дополнительных упражнений к главе 5 
Контрольная работа № 5 (глава 5) 
Глава 6. Формулы сокращённого умножения 
$ 11. Разность квадратов 


Умножение разности двух выражений на их сумму (п. 24 


we 


Разложение на множители разности квадратов (п. 25) 
Самостоятельная работа № 14 

$ 12. Квадрат суммы и квадрат разности 
Возведение в квадрат суммы и разности (п. 26) 


Разложение на множители с помощью формул 
квадрата суммы и квадрата разности (п. 27) 


Самостоятельная работа № 15 
Квадратный трёхчлен (п. 28) 
Самостоятельная работа № 16 
Квадрат суммы нескольких слагаемых (п. 29) 
$ 13. Куб суммы и куб разности. Сумма и разность кубов 
Возведение в куб суммы и разности (п. 30) 
Разложение на множители суммы и разности кубов (п. 31) 


Самостоятельная работа № 17 


Разложение на множители разности п-х степеней (п. 32) 
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Продолжение таблицы 






Кол-во часов 


Wi 





Tema ариант 
Различные способы разложения многочленов на множи- 3 3 


тели (п. 33) 
Самостоятельная работа № 18 
Решение дополнительных упражнений к главе 6 
Контрольная работа N 6 (глава 6) 
Глава 7. Функции 

$ 14. Функции и их графики 
Что такое функция (п. 34) 
График функции (п. 35) 


Графическое представление статистических данных (п. 36) 
Самостоятельная работа № 19 
$ 15. Линейная функция 
Прямая пропорциональность (п. 37) 
Линейная функция и её график (п. 38) 
Самостоятельная работа № 20 


Взаимное расположение графиков линейных функций 
(п. 39) 


Самостоятельная работа № 21 





$ 16. Степенвая функция C натуральным показателем 


Функция у = х*. Степенная функция с чётным показате- 
лем (п. 40) 


Функция y = х$3. Степенная функция с нечётным показа- 
телем (п. 41) 


Самостоятельная работа № 22 
Решение дополнительных упражнений к главе 7 
Контрольная работа № 7 (глава 7) 

Глава 8. Системы линейных уравнений 


$ 17. Линейные уравнения с двумя переменными 


Уравнения с двумя переменными (п. 42) 


Линейное уравнение с двумя переменными и его график 
(п. 43) 


Решение линейных уравнений в целых числах (п. 44) 
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Окончание таблицы 


| Кол-во часов 


|| 


Тема | Вариант | 
| A B 
Самостоятельная работа № 23 1 


$ 18. Системы линейных уравнений и способы 18 15 
их решения 
Система линейных уравнений. Графическое решение сис- 2 2 
темы (п. 45) 


Способ подстановки (п. 46) 
Способ сложения (п. 47) 312. 
Самостоятельная работа № 24 


Решение задач с помощью систем уравнений (п. 48) 


`` 


Система линейных уравнений с тремя переменными (п. 49 
Самостоятельная работа № 25 
Решение дополнительных упражнений к главе 8 
Контрольная работа № 8 (глава 8) 

Итоговое повторение 


Итоговая контрольная работа 


Резерв 


При работе с данным УМК целесообразно использование 
различных цифровых ресурсов, в том числе материалов, разме- 
щённых на сайтах: http://www.etudes.ru, http://math.mioo.ru, 
http://www.mccme.ru, http://mathege.ru, http://www.fipi.ru, 
http://www.ege.edu.ru, https://secure. wikimedia.org/wikipedia/ 
ru/wiki. Полезным будет знакомство учителей с лекциями, 
прочитанными Феоктистовым И. Е. на вебинарах издательства 
«Мнемозина», которые посвящены особенностям работы по 
учебникам «Алгебра» для 7, 8 u 9-го классов IO. Н. Макарычева 
и др. Лекции можно посмотреть как на сайте «Арсенала обра- 
зования» http://www.ars-edu.ru/webinars/, так и на сайте из- 
дательства «Мнемозина» http://www.mnemozina.ru/work/3701. 

Авторы с благодарностью воспримут все замечания и 
предложения по усовершенствованию содержания учебни- 
ка, которые можно отправить или в издательство «Мнемо- 
зина», или непосредственно авторам по электронной почте: 
feoktistov_ie@rambler.ru. 
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